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Vorrede. 



Die vorliegende Schrift entstand aus der Absicht, für die 
Aufgaben des geometrischen Zeichnens über die Bestimmung 
der Kreise durch Bedingungen der Berührung und des Schnittes 
unter vorgeschriebenen Winkeln mit gegebenen Kreisen und 
geraden Linien vollständige und möglichst einfache Construc- 
tionen zu entwickeln und zu begründen, ohne andere als ele- 
mentare Hülfsmittel vorauszusetzen. Dazu führt die einfache 
Anschauung, dass jeder Kreis in der Zeichnungsebene der 
Bildkreis eines Punktes im Baume ist, so wie der Distanz- 
kreis in der Centralprojection derjenige des Projectionscentrums, 
und ihre darstellend geometrische Untersuchung nach der 
Methode der Centralprojection; jene lässt die einfach unend- 
lichen und zweifach unendlichen Systeme von Kreisen, die 
man Büschel und Netze nennt, in die Anschauungsformen 
der zur Zeichnungsebene orthogonalsymmetrischen gleich- 
seitigen Hyperbeln und gleichseitigen Rotationshyperboloide 
bringen und fügt hinzu, dass die zweifach unendlichen Systeme 
der Kreise, die einen gegebenen Kreis unter vorgeschriebenem 
Winkel schneiden, dieselben Hyperboloide repräsentiren, wenn 
die Zöichnungsebene statt in die Hauptebene der Fläche in 
irgend eine Parallelkreisebene derselben fällt; sie lässt auch 
die linearen Reihen und die planaren Systeme, d. i. die Kreise 
mit gemeinsamer Ahnlichkeitsaxe, als Specialfälle von jenen 
erkennen und führt zur Abbildung durch reciproke Radien 
in der Ebene und im Räume. Die Methode der Central- 
projection liefert die Lehren von der centrischen Collineation 
und der Involution in der Ebene und im Räume imd ent- 
wickelt in der graphischen Behandlung jener Anschauungs- 
formen die Eigenschaften der Systeme von Kreisen und die 
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gewünschten einfachen und directen Constructionen für alle 
Probleme über dieselben. Die Erweiterung der gewonnenen 
Ergebnisse auf die Kugeln und ihre Systeme und auf die 
Lösung aller Probleme bezüglich derselben ergiebt sich da- 
bei mit Nothwendigkeit, ohne die Einführung neuer Hülfs- 
mittel zu fordern, ebenso wie die entsprechenden Lehren und 
Constructionen der Sphärik. Eine Theorie der Kegelschnitte 
und der Rotationsflächen zweiten Grades entspringt aus den 
gefundenenEntwickelungen, während alle Constructionen Lineal- 
und Zirkelconstructionen sind. In der Verbindung der elemen- 
taren Anschauungen vom Kreise und der gleichseitigen Hyperbel 
zeigt diese geometrische Entwickelung die natürliche Parallele 
zu der in der neueren Analysis mehr markirten Gleichbedeutung 
der cyklischen und hyperbolischen Functionen. 

Ich gebe für die planimetrischen Hauptprobleme voll- 
ständig durchgeführte Constructionen und begleite alle fun- 
damentalen EntWickelungen mit den nöthigen Figuren, zur 
Aneignimg der Hauptanschauungsformen des Gebietes; ich 
hoffe aber, dass auf Grund dieser Vorbereitung die Behand- 
lung der Probleme über die Kugeln und derjenigen der Sphärik 
ohne Figuren keine Schwierigkeit bilden wird. 

Die vorgelegte Methode und ihre hauptsächlichsten Er- 
gebnisse sind seit sehr langer Zeit in meinem Besitz - die 
Methode steht mit den leitenden Gedanken meiner ganzen 
Lehrthätigkeit im engsten Zusammenhange, mit der Einfüh- 
rung des Distanzkreises und der Transformation des Centrums 
in die Centralprojection in meiner Dissertation (1860) war 
die Grundidee und ihre Behandlungsform gegeben; aber ich 
glaubte, sowie offenbar zahlreiche Ergebnisse, so sei auch 
die Methode selbst J. Steiner bekannt gewesen und von ihm 
ausgearbeitet worden; zu ihrer Veröffentlichung meinerseits 
konnte mich daher erst die Gewissheit veranlassen, dass im 
Nachlass des grossen Geometers nichts davon vorhanden ist, 
wie dies nun mit dem Erscheinen des ersten Bandes der Aus- 
gabe seiner gesammelten Werke durch die k. Akademie der 
Wissenschaften in Berlin für Jedermann constatirt ward. Die 
Geometrie der Kreise und Kugeln ist seit ihrer Epoche machen- 
den Förderung durch ihn bis zur Gegenwart mit allen Mitteln 
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der synthetischen und analytischen Geometrie weiter unter- 
sucht worden, der darstellenden Geometrie fiel nur die schliess- 
liche Durchfuhrung der durch andere Methoden begründeten 
Gonstructionen zu; ich hoffe derselben mit diesem Schrift- 
chen ihren natürlichen Platz unter den Entdeckungsmethoden 
in diesem Gebiete zu sichern, indem ich zeige, dass sie zu 
allen schon erlangten Hauptresultaten führt und noch manches 
Neue hinzuzufügen vermag. Einer Theorie der Invarianten 
und Oovarianten der quadratischen Eugelsysteme wird durch 
sie gerufen. 

Der elementaren Absicht der Schrift gemäss ist auf 
andere, ich will sagen nicht-perspectivische Abbildungsrela- 
tionen zwischen den Kreisen der Ebene und den Punkten des 
Raumes, wie solche neuestens mehrfach ausgezeichnete Ver- 
wendung gefunden haben, nicht eingegangen worden. Vor- 
ausgesetzt habe ich nicht mehr als die Elemente der Geo- 
metrie mit Inbegriff der Lehre von Pol und Polare beim Kreise; 
ich wünschte deutlich zu sein, ich beabsichtigte nicht, zu 
erschöpfen; die Zahl der nicht behandelten Aufgaben, die 
mit den gleichen einfachen Mitteln ohne Schwierigkeiten und 
Kunsigriffe gelöst werden kikmen, ist sehr gross; ihre Be- 
handlung wird dem Leser die Methode zu selbständiger An- 
eignung bringen. Die Tragwdte derselben ist aber auch 
mit dem Inhalte dieser Schrift bei weitem nicht erschöpft; 
es sollten nur ihre Anwendungen in dem bezeichneten ele- 
mentaren Gebiete gegeben werden. Denselben besonders nahe 
liegt die Untersuchung der Durchdringungscurven von Kegeln 
zweiten Grades, etc. im Allgemeinen. Möge meine Arbeit 
dazu beitragen, diesen wichtigen und interessanten Theil der 
Geometrie, der im Unterricht und in der elementaren Literatur 
immerhin etwas stiefmütterlich behandelt ist, allgemeiner zu- 
gänglich zu machen! 

Ich habe alle literarischen Parallelen und Verweisungen 
im Texte unterdrückt und kann sie natürlich hier nicht nach- 
holen — sie können au.ch die elementare anschauliche Ent- 
Wickelung nicht fördern, welche ich gegeben habe. Weil aber 
dem Leser der nahe Bezug zwischen dem Inhalt meines Buches 
und Steiner'schen Resultaten — sowohl veröffentlichten als 
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nur angekündigten und in einem Werke über die Kreise und 
Kugeln 1826 in Aussicht gestellten (siehe „Crelle's Journal" 
Bd. 1, S. 164 oder „Werke" Bd. 1, S. 21 und später S. 235) 
— nicht entgehen kann und weil ich selbst seit so langer 
Zeit mit der Herausgabe dieses Werkchens in der Meinung 
gezögert habe, dass dieselbe durch das endliche Hervortreten 
des langersehnten Steiner'schen überflüssig werden würde, so 
will ich hier an der als Schlussbeispiel gewählten Figur des 
Feuerbach'schen Satzes (Text S. 352 f. u. Tafel XVI) die Be- 
züge zu Steiner'schen Veröffentlichungen erläutern, welche 
ich sah, und die mich da wie bei anderem Neuen, das ich 
auf diesem Gebiete fand, mit der Veröffentlichung meiner 
Resultate zurückhalten liessen. 

In der Abhandlung „Developpement d'une serie de theo- 
remes relatifs aux sectjpns coniques" im 19. Bd. von Ger- 
gonne's „Annales" S. 37 f. („Werke" Bd. 1, S. 195) giebt 
Steiner die im Art. 179 des Textes entwickelten Beziehungen 
des Feuerbach' sehen Kreises zu. den Höhen und dem Höhen- 
schnitt des Dreiecks, zum Schwerpunkte und zum umgeschrie- 
benen Kreise desselben, sowie zu dem seine Seiten berühren- 
den Kegelschnitt an, der den Höhenschnitt und den Mittel- 
punkt des umgeschriebenen Kreises zu Brennpunkten hat 
(vgl. Art. 145); in einer Note (auf der angezogenen Seite 195) 
wird sofort ein interessanter Specialfall hinzugefügt — es 
sind die Sätze, welche mit Weglassung der Beziehungen auf 
die Theorie der Kegelschnitte in der Note des §. 12 seiner 
Schrift von 1833 „Die geometrischen Constructionen ausge- 
führt mit Hülfe des Lineals und Eines festen Kreises" etc. 
(„Werke" Bd. 1, S. 489—492) reproducirt sind. Die Potenz- 
centra der eingeschriebenen Kreise des Dreiecks zu dreien, 
,die Punkte Sq, S^y Äg, S^ meiner Entwickelung, treten hier 
nicht hervor, Feuerbach hatte die Berührung jener Kreise 
mit dem nach ihm benannten Kreise vorweggenommen; aber 
schon im 18. Bd. der „Annales" („Werke" Bd. 1, S. 224) 
und ebenso im 3. Bd. des „Journal" („Werke" Bd. 1, S. 177) 
hat Steiner den Satz veröffentlicht, dass die zu den , Dreiecks- 
seiten conjugirten Apollonischen Kreise der äusserUch ein- 
geschriebenen durch einen Punkt gehen, den Punkt Sq meiner 
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Entwickelung; sodass der Schluss des Satzes an beiden Orten 
und ebenso in der Ausgabe der ^Werke^ dahin richtig zu 
stellen ist^ dass die nach P oder 8q gehenden Radien dieser 
Apollonischen (Aqi, Aq2; A)3 meiner Bezeichnung) und nicht 
der ursprünglichen Kreise rechtwinklig zu den Dreiecksseiten 
sind (Art. 180 des Textes). An den angeführten Orten folgt 
dem genannten auch gleichmässig ein SatZ; der das Ergeb- 
niss unter Wiederholung desselben Versehens auf die vier 
den Ebenen des Tetraeders conjugirten Apollonischen Kugeln 
der äusserlich eingeschriebenen Kugeln desselben überträgt, 
die sich natürlich im Potenzcentrum dieser letzten schneiden 
müssen; und es folgt die Bemerkung; dass beide Sätze nur 
Theile von umfassenderen Sätzen seien. Es ist offenbar^ dass 
Steiner die Figur des Feuerbach'schen Satzes auch unter dem 
Gesichtspunkte des Apollonischen Problems betrachtet hat; wenn- 
schon die zu den Potenzcentren Sj^y Sg, 5g gehörigen Apol- 
lonischen Kreise und ihre Analogen in Bezug auf die Tetra- 
ederfigur nirgends erwähnt sind. Auch von dem Quadrupel 
der Kreise Aof? Aif; A^F) Mf des Textes ; die als Apollo- 
nische dem Feuerbach'schen conjugirt sind; findet sich direct 
keine Spur; aber die gerade Linie ihrer Mittelpunkte; die 
Gerade der Höhenschnittpunkte der vier Dreiecke aus den 
vier einzelnen Ähnlichkeitsaxen Si der Kreise £» (Art. 180), 
ist als eine zum vollständigen Yierseit gehörige Gerade zu- 
erst von Steiner in dem 8. Lehrsatz einer Publication im 
2. Bd. des „Journal" S. 97 („Werke" Bd. 1, S. 128) ange- 
geben worden; deren Sätze und Aufgaben ich ebenfalls zu- 
meist als auf die Figur des Feuerbach^schen Kreises hin- 
weisend ansah. 

Wenn endlich von den gleichwinklig schneidenden Kreisen 
der Ei (Art. 181) bei Steiner keine Andeutung zu finden ist; 
so konnte doch nach der in der Einleitung zu „Einige geo- 
metrische Betrachtungen'^ im 1. Bd. des „Journal" S. 163 
(„Werke" Bd. 1, S. 20) gemachten Angabe; dass die darzu- 
legende Methode die AusdehiTung der Untersuchungen von dem 
Berühren der Kreise in der Ebene und auf der Kugel und der 
Kugeln auf das Schneiden der Kreise und Kugeln unter gegebenen 
und unter gleichen Winkeln mit sich gebracht habC; auch 
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dies als wahrscheinlich von ihm gekannt betrachtet werden; 
besonders wenn ich die Einfachheit ansah, mit der aus meinem 
Grundgedanken alles von Steiner über diese Dinge Veröffent- 
lichte und alles nur in Aussicht Gestellte sich in bester 
Constructionsform ergab, und wenn ich bedachte, dass es die 
Form der Centralprojection war, welche ja Steiner in den 
Untersuchungen jener Epoche unablässig angewendet hat; 
sah ich doch in meinem Distanzkreise der Centralprojection 
von jeher den Kreis der Tafelebene, mit Hülfe dessen alle 
geometrischen Elementarconstructionen in derselben ausge- 
führt werden (vgl. Steiner's „Werke" Bd. 1, S. 463, 499 f.) 
und der überhaupt als Vertreter des Beobachtungscentrums 
die Raumwelt construirend zu bestimmen und also auch zu 
untersuchen gestatten muss! 

So hielt ich die Idee dieses Buches für eine Steiner'sche und 
dachte mir ihre Ausführung mit aller bei ihm gewohnten Fülle der 
Resultate als niedergelegt in dem so lange zurückgehaltenen 
und nun verschwundenen Buche „von 25 bis 30 Bogen über das 
Schneiden (mit Einschluss der Berührung) der Kreise in der 
Ebene, das Schneiden der Kugeln im Räume und das Schneiden 
der Kreise auf der Kugelfläche'' („Werke" Bd. 1, S. 21 und S. 235). 
Ich ward vollends in dieser Meinung bestärkt, als ich unter Ande- 
rem fand, dass in derselben Steiner'schen Publication, aus der 
ich vorher den Satz vom gemeinsamen Punkte der drei Apollo- 
nischen Kreise der äusserlich eingeschriebenen citirt habe, 
auf der vorhergehenden Seite (Bd. 3 des ^jJoumal'' S. 208 
und „Werke'' Bd. 1, S. 176) der Lehrsatz 2) einfach die Dar- 
stellung der Punkte eines Kreises durch ihre Bildkreise auf 
eine durch seinen Mittelpunkt gehende zu seiner Ebene nor- 
male Ebene ausspricht und ihre Enveloppe angiebt; ich nahm 
an, nach den gleichseitigen Hyperbeln, deren Bildkreise in 
ihren Ebenen orthogonaler Symmetrie die Büschel mit reellen 
und nicht reellen Grundpunkten als Enveloppen liefern (Art. 60, 
68), und nach den Kegelschnitten mit der Falllinie in der 
Hauptaxe mit zwei Kreisen als Enveloppen der Bildkreise 
(Art. 135 etc., in confocalen Paaren) habe Steiner auch diesen 
Fall des als gerade Linie erscheinenden Kreises untersucht 
und das Ergebniss in diesem Satze ausgesprochen. Die Be- 
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trachtaug der Enveloppen der einfach unendlichen Systeme 
Yon Kreisen überhaupt liegt nahe^ sie gehört nur nicht in 
die elementare Entwickelung des Buches; z. B. ist die Evol- 
vente des Normalschnitt-Spurkreises ihres Cylinders für den 
Anfangspunkt die Enveloppe der Bildkreise der Punkte der 
Schraubenlinie von 45^ Neigung. Und dass die erste der 
Steiner'schen Abhandlungen „Einige geometrische Sätze" 
(„Werke" Bd. 1, S. 1) die perspectivischen Raumfiguren und 
die Kegel und allgemeinen Flächen zweiten Grades mit ge- 
meinsamem ebenen Querschnitt betraf^ schien ja auch dazu 
zu stimmen. (Art. 50, 126 u. s. w.) Zudem sah ich darin die 
Aufklärung über den mir immer merkwürdig erschienenen 
Umstand, dass Steiner , der mit solchem Tief sinn die funda- 
mentale Bedeutung der projectivischen Grundanschauungen er- 
fasst und proclamirt hat, die interessantesten Untersuchungen 
einer Reihe von metrisch specialisirten Gebilden widmete* 

Auch konnte ich nicht finden (man vergl. im Texte 
Art. 76 f. mit Art. 102 und 86 f.), dass die grundlegenden 
Entwickelungen Steiner's („Werke" Bd. 1, S. 21, 27, 31 f.) 
über die Potenz, die Ahnlichkeitspunkte und Axen und über 
die gemeinsame Potenz bei Kreisen für eine Verweisung 
auf die planimetrische Methode der Untersuchung gelten 
müssten, für welche man sie offenbar gehalten hat. Mir 
erschien die Planimetrie in der üblichen Behandlung nun ein- 
mal als eine der Natur der Sache d. h. unserer physisch- 
psychischen Orgsmtsation nicht entsprechende allzufrüh und 
zu breit entwickelte Abstraction — Beweis genug, dass die 
projectivische Geometrie in Beschränkung auf die Ebene nicht 
streng begründet werden kann! Ich sah aber in der wissen- 
schaftlichen Pflege der darstellenden Geometrie das beste und 
zugleich das sicherste Mittel der Abhülfe auch für dieses 
Übel und machte die Centralprojection zum Ausgangspunkte 
und Fundament meiner methodischen Reformen, für die ich 
heute in Lehre und Literatur mit der gleichen Zuversicht 
wie immer thätig bin; ihre Schwierigkeit und Langwierigkeit 
habe ich mir nie verhefflt: Eine Wissenschaft wird nicht 
ohne tiefgreifenden Schaden durch Menschenalter hindurch 
nach Möglichkeit zur Empirie herabgedrückt. 



X Vorrede. 

Die vorliegende Entwickelung zeigt, welche innige Ver- 
bindung zwischen dieser Schrift und jener grösseren Aufgabe 
besteht. Ich denke, sie kann auch zeigen, wie nützlich und 
fruchtbar nach beiden Seiten die Durchdringung der Pro- 
bleme des Zeichnens mit wissenschaftlichen Gedanken und 
Anschauungen ist. 

und — um wieder auf mein engeres Thema zurück zu kom- 
men — auch die neuesten interessanten Behandlungen der Figur 
des Feuerbach'schen Kreises (von Herrn Lappe im 71. Bd. des 
„Journal" S. 387f. und von Herrn Schröter im 7. Bd. der 
„Math. Annalen" S. 525 f.) vermochten nicht, mich auch nur 
für diese zur planimetrischen Auffassung zu bekehren; ver- 
band mir doch meine stereometrische Anschauung die Potenz- 
centra der eingeschriebenen Kreise, die zuerst in jener ob- 
zwar ohne Bezug zu den Apollonischen Kreisen auftraten, 
und die Berührungspunkte des Feuerbach'schen Kreises mit 
den eingeschriebenen, die in dieser behandelt wurden, auf 
das Natürlichste mit einander und mit allem noch unent- 
deckten Inhalt der merkwürdigen Figur. 

Aber ich führe das Alles hier doch nur an, um erstens 
zu zeigen — und es stünde mir dazu noch vieles andere 
Material zu Gebote! — dass meine Ansicht, wenn sie auch ein 
Irrthum war, wenigstens ein sehr entschuldbarer Irrthum 
gewesen ist. Denn ich muss mich trotz alledem in meinen 
so lange gehegten Vermuthungen vollständig getäuscht haben, 
weil nicht nur keinerlei gedruckte oder htodschriftliche Be- 
weise für dieselben vorhanden sind, sondern auch nach directen 
Mittheilungen von berufenster Seite, die ich erhielt und die 
ich den Herren Geiser, Schlaf li und Weierstrass hier 
noch besonders verdanken will, im vieljährigen persönlichen 
und wissenschaftlichen Verkehr mit dem grossen Geometer 
keine Spur dieser Idee jemals hervorgetreten ist. 

In der That müsste man mir, wenn ich meine Ansicht 
festzuhalten gedächte, z. B. einwenden, dass die Lehre von 
den vier Potenzlinien und Ebenen zweier Kreise respective 
Kugeln, je nachdem sie als reell otler als imaginär betrachtet 
werden (Art. 129), überhaupt die Berücksichtigung des Ima- 
ginären, ferner die Coustruction der gleichwinklig schneiden- 
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den Kreise und Kugeln zu drei resp. vier Paaren, zu Tripeln etc. 
(Art. 107, 118) und Anderes ebenso natürlich aus meiner 
Grundidee folgen und Steiner nicht entgangen sein konnten. 
Man würde mir auch sagen, dass es immer sehr gewagt ist 
und kaum gerechtfertigt werden kann, für eine Gruppe wissen- 
schaftlicher Facta einen Gesichtspunkt, möge er noch so grosse 
Vorzüge zu besitzen scheinen, als den Gesichtspunkt par 
excellence zu betrachten. 

Die hier entwickelte Lehre von den Kegelschnitten 
(Art. 134 — 171) ist ein schlagendes Beispiel für diese Wahr- 
heit. Sie geht gewiss aus meiner Grundidee sehr natürlich 
und so zu sagen nothwendig hervor und ebenso gewiss er- 
geben sich dabei unvermeidlich eine Menge Steiner^scher 
Resultate aus jener Epoche, sc|lbst so ihm eigenthümliche, wie 
die auf den Ring der Kreise zwischen zwei Kreisen bezüg- 
lichen (vgl. „Werke" Bd. 1, S. 34 unter 13 und S. 40 f. oder § V 
derselben Abhandlung, sowie S. 135 unter 11 und S. 225 f.); 
ich brauche auch wohl kaum zu bemerken, wie von dem da- 
mit gewiesenen Weg hier nur die ersten Schritte gethan sind: 
Der Gauss-Bodenmiller'sche Satz z. B. von den Kreisen 
über den Diagonalen des vollständigen Vierseits angewendet 
auf die Vierseite aus fünf Geraden bezeichnet eine tiefer 
eindringende Fortsetzung. 

Aber die Kegelschnitttheorie hat dann Steiner besonders 
durch die schöne Untersuchung der Parabel rücksichtlich ihrer 
Tangenten etc. zu vielen der Sätze über das Dreiseit, das 
vollständige Vierseit u. s. w. geführt, die ich hier in ganz 
anderer Verbindung aufgewiesen habe; dafür ist gerade die 
oben citirte Abhandlung („Werke" Bd. 1, S. 195) das beste 
und älteste Zeugniss, wo auch die erwähnte zum vollständigen 
Vierseit gehörige Gerade der Höhenschnittpunkte seiner Drei- 
seite als Directrix der eingeschriebenen Parabel entdeckt ist; 
in der That ein Specialfall des vorigen, ein planares Netz 
bezeichnend, wie in Art. 180, au Stelle des allgemeinen, zu 
dem der Gauss-Bodenmiller'sche Satz führt. 

Und die elementare Theorie der Kegelschnitte in Steiner's 
vieljährigen üniversitätsvorträgen, die wir seit 1867 kennen, 
stimmt mit der 1862 aus den Manuscripten von Saratow 
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(1813 — 14) veröflfentlichten Poncelet'schen zusammen wie 
die schöne Ausführung eines Künstlers zur Skizze, und doch 
sind beide ohne Zweifel vollständig unabhängig von einander. 
Die erste Ausführung desselben Gedankens endlich, die ich 
bis jetzt kenne, in der klassischen Abhandlung von L. Gaultier 
im „Journal de l'ecole polytechnique" Cah. XVI, S. 179 — 181 
(1812), Velche in manchem Betracht meiner Idee am nächsten 
steht, berührt dieselbe gleichwohl in keiner Weise, und es 
ist ganz unzweifelhaft, dass Gaultier diese Idee nicht gekannt 
hat, ebenso wenig wie J. Plücker, in dessen „Analytisch- 
geom. Entwickelungen" (1828, 1831) doch auch mannichfache 
Coincidenzen mit meinen Ausführungen begegnen. (Vgl. die 
Nr. 195, 196, 184, 217 im ersten und Nr. 578 im zweiten 
Bande.) 

Immerhin wird man z. B. mit Interesse sehen, wie 
meine Interpretation von jener Theorie der Kegelschnitte aus 
auch zu den grossen ausgeführten Abhandlungen Steiner's 
hinführt, die im 45. und 37. Bd. des „Journal" (S. 161—192, 
S. 189—224 resp.) enthalten sind (Art. 170); etc. 

Ich kann daher schliesslich nur wünschen, dass meine 
Darstellung die durchschlagende Bedeutung der einfachen Idee 
in dem behandelten Gebiete genügend möge hervortreten 
lassen, damit ihr nicht zu dem Mangel des Credites, den ihr 
der Name Steiner's im Vorhinein gegeben hätte, nach so 
langer Zurückhaltung auch noch das positive Missgeschick 
einer pädagogisch schwachen Vertretung wiederfahren sei! 
Möchte ich namentlich die rechte Mitte zwischen Ausführ- 
lichkeit und Kürze, die bei solchen Darlegungen so schwer 
zu treffen ist, nicht verfehlt haben, so dass ich überall dem 
Lernenden verständlich bleibe, ohne doch den Sachverständigen 
zu ermüden! 

Zürich, August 1881. 

Wilh. Fiedler. 
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Elemente der Centralprojection. 

Aufgaben über die Bestimmung des Kreises aus gegebenen 
Bedingungen bilden einen Hauptbestandtheil in den Übungen 
der zeichnenden Geometrie; von den zur Lösung solcher Auf- 
gaben entwickelten Theorien gehört daher ein Theil zum ur- 
alten Stamm und Kern des geometrischen Wissens^ zugleich 
aber haben sie noch bis in die neueste Zeit wichtige Berei- 
cherungen erfahren. 

Die Zahl und Mannichfaltigkeit solcher Aufgaben ist in 
der That sehr gross, und wenn die merkwürdige Kreis-Ring- 
Figur der Pappus — („CoUectiones mathematicae" libr.IV, Theo- 
rem 12 — 18, etc.) von den Kreisen, welche sämmtlich zwei 
feste Kreise berühren, während jeder zugleich den vorher- 
gehenden und den nächstfolgenden im Binge berührt — uns 
zeigt, wie schon die Altien zu complicirten Formen der Be- 
stimmung gelangt waren, wenn man uns ferner berichtet, 
dass z. B. die Lehre von Pol und Polare beim Kreise schon 
dem Apollonius bekannt gewesen sei, so hat die neuere Zeit 
einestheils z. B. in der Behandlung der alten Apollonischen 
Berührungsprobleme die Vortheile bezüglicher Theorien neue- 
ren Datums gezeigt, wie der Lehre Gaultier's von der Radi- 
cal-Axe zweier Kreise und vom Radical-Centrum zu drei Krei- 
sen, oder der Lehre von den Aehnlichkeits-Punkten und -Axen, 
von den Büscheln und Netzen delr Kreise; und sie hat an- 
demtheils in der Aufnahme der Bedingungen vom Schneiden 
der Kreise unter vorgeschriebenen Winkeln zahlreiche neue 
Aufgaben gestellt. 

Die moderne Geometrie hat die systematische Entwicke- 
lung dieser Lehren und die Behandlung solcher Aufgaben 
mit Sorgfalt und Eifer gepflegt; aber in ihr erscheint das 
Metrische als Specialfall des Projectivischen und der Umfang 
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des gesammten Gebietes, welches diese Aufgaben beschlagen, 
wird beträchtlich; ihres wissenschaftlichen Werthes ungeachtet 
muss man sich zumeist auf die Entwickelung der allerersten 
Elemente dieser Lehren beschränken; und in der Weiterfüh- 
rung der Untersuchungen lässt man die zeichnerische Praxis, 
von welcher sie angeregt worden sind, entweder aus Mangel 
an detaillirter Durchführung zu sehr zurücktreten oder schliesst 
sie geradezu aus. 

Die vorliegende Schrift will eine Idee und eine Methode 
begründen und innerhalb des elementaren Constructions-Ge- 
bietes ausführen, nach welcher man in einheitlicher und con- 
sequenter Behandlung direct zu den einfachsten Lösungen 
aller dieser Probleme und zugleich zu den damit in Verbindung 
stehenden geometrischen Theorien gelangt. Die Methode ist 
die der Centralprojection, und die der Entwickelung zum 
Grunde liegende Idee ist in der That mit den Elementen der 
Centralprojection selbst gegeben; es ist die Idee der Abbil- 
dung oder Repräsentation und Bestimmung der Punkte des 
Raumes durch die Kreise der Ebene bei so zu sagen 
perspectivischer Lage. Wir entwickeln daher zuerst die 
Elemente jener Methode, soweit nöthig, um sie dann auf die 
construirende Verwerthung dieser I.dee anwenden zu können. 

1. Die Centralprojection lehrt die räumlichen Gebilde be- 
stimmen durch ihre mittelst gerader projicirender Strahlen 
aus einem festen Punkte erzeugten Bilder in einer Ebene. 
Man nennt den festen Punkt das Centrum der Projection 
— wir bezeichnen ihn durch G — und die benutzte Ebene, 
die wir zugleich als Zeichnungsebene voraussetzen, die Bild- 
ebene oder Tafel. Jeder Punkt der Bildebene bestimmt den 
nach ihm gehenden projicirenden Strahl und jede gerade 
Linie derselben die sie enthaltende projicirende Ebene, den 
Ort der projicirenden Strahlen ihrer Punkte, sobald die Lage 
des Centrums gegen die Bildebene festgestellt ist. Diese 
Feststellung geschieht durch die Einzeichnung des Di st an z- 
kreises D oder C, der um den Fusspunkt C^ des von C zur 
Bildebene gefällten Perpendikels oder den Hauptpunkt mit 
der Länge des Perpendikels oder der Distanz d als Radius 
beschrieben wird. (Fig. 1, Tafel ].) 
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2. Ist Q' ein Punkt der Bildebene, so ist för seinen pro- 
jicirenden Strahl CQ' das Verhältniss ^'C^ : C^C die Cotangente 
des Winkels ß, welchen er mit der Bildebene einschliesst, oder 
seiner Tafelneigung, und somit für jeden beliebigen Punkt 
P desselben Strahles, wenn P^ den Fusspunkt des von ihm 
zur Tafel gefällten Perpendikels bezeichnet, gleich Q'P^ : PiP] 
da für die unter der Bildebene gelegenen Punkte des Strahles 
CQ' — wir denken C immer zunächst über derselben — so- 
wohl Pj^P als auch Q'Pi ihren Sinn und somit ihr Zeichen 
ändern (wir denken Q'Pi immer vom Fusspunkte der Gera- 
den Q' und PjP immer von der Tafel weg gemessen), so ist 
auch das Zeichen von cotan ß stets dasselbe. Für ß grösser, 
gleich und kleiner als 45^ liegt Q' resp. innerhalb des Di- 
stanzkreises, auf demselben oder ausserhalb; für gleiche ß 
der projicirenden Strahlen aus demselben Centrum befinden 
sich die Fusspunkte Q' in einem «us dem Hauptpunkte C^ 
mit dem Radius d cotan ß beschriebenen Kreise, dem Nei- 
gungskreise von ß] mit ß = 90® liegt Q' in C^. Dreht man 
das Dreieck CC^Q' um die Kathete C^Q' bis zum Zusammen- 
fallen mit der Tafel (Fig. 1), so gelangt C nach {C) im Di- 
stanzkreise, mau erhält ß und die Perpendikel PP^ von den 
Punkten P des Strahles zur Tafel wie in (P) Pj. 

3. Ist q eine gerade Linie in der Tafel (Fig. 2), so kann 
man in der zugehörigen projicirenden Ebene Cq die Nor- 
male von C auf q mit dem Fusspunkte H' in dieser verzeichnen 
und hat in dem rechtwinkligen Dreieck CC^H' bei H' den 
Neigungswinkel « der Ebene gegen die Tafel mit 

H' CiiCiC = cotan a. 

Für jeden andern Punkt P derselben Ebene, P^ als den 
Fusspunkt des von ihm ausgehenden Perpendikels zur Tafel 
oder seine Orthogonal projection auf dieser, und S als den 
Fusspunkt des von ihm ausgehenden Perpendikels zu q ist 
/S Pi : PiP= cotan a, also unveränderlich für alle Punkte 
der Ebene. Die ümlegung des Dreiecks CC^H' in die Tafel 
in (C)C^H' giebt a und (Fig. 2) fUr den Punkt P von ge- 
gebenem Pi den zugehörigen Tafelabstand P^P als Pi(P), 
mittelst des zu jenem ähnlichen und parallelen Dreiecks {P)P^S. 



i 



4 Elemente der Centralprojection. 4. 

Für a grösser, gleich oder kleiner als 45® schneidet q den 
Distanzkreis in zwei Punkten, berührt ihn, trifiFt ihn nicht 
resp.; bei gleicher Distanz ist für dasselbe a die Entfernung 
H' C^ constant, d. h. die Geraden q für Ebenen von gleicher 
Tafelneigung berühren einen und denselben um C^ be- 
schriebenen Neigungskreis; mit a = 90® geht q durch 
den Hauptpunkt C^. 

4. Zieht man in der projicirenden Ebene Cq eine be- 
liebige das Centrum nicht enthaltende Gerade ^, so giebt es 
unter den projicirenden Strahlen einen zu ihr parallelen vom 
Fusspunkte Q' in der Tafel und dieser bestimmt sie, wenn 
noch ihr eigener Durchschnittspunkt S mit der Tafel bekannt ^ 
ist; ihr Bild g' fallt in q, die Verbindungslinie von S und 
Q' (Fig. 3) oder wie wir sagen von ihrem Durch stoss- 
punkt mit ihrem Fluchtpunkt. Der Winkel ß dieser Ge- 
raden ist derselbe wie der des zu ihr parallelen projicirenden 
Strahles CQ', und für ihre Punkte P ist ebenso wie für die 
dieses Parallelstrahls mit P^ als Fusspunkt des zugehörigen 
Perpendikels zur Tafel SP^ : F^P = cotan ß. Alle parallelen 
Geraden haben einerlei Fluchtpunkt. Die zur Tafel parallelen 
Geraden haben ihren Fluchtpunkt (und Durchstosspunkt) ' 
unendlich fern. Da H\C) im rechtwinkligen Dreieck H'G^{C) 
der Abstand des Punktes C von der Geraden q oder g' ist, 
so gelangt bei der Drehung der Ebene Cq um q bis zum 
Zusammenfallen mit der Bildebene C nach ß (Fig. 3), so 
dass 6 Q' der mit umgelegte Parallelstrahl und die dazu par- . 
allele Gerade aus S die mit umgelegte Gerade {g) selbst ist. 
Insbesondere ist die vierte Ecke (iJ) des Parallelogramms * 
SQ'^iß) die ümlegung desjenigen Punktes R der Geraden, 
dessen projicirender Strahl zur Tafel parallel ist oder dessen 
Centralprojection im Unendlichen liegt, des Verschwin- 
dungspunktes der Geraden. 

6. Zieht man nun durch ß eine beliebige Gerade, so giebt 
sie die ümlegung (Ä) oder kurz A eines Punktes A und sein 
Bild Ä respective in (jg) oder g und g (Fig. 3) und man hat aus 
den ähnlichen Dreiecken ^AB und A'^Q' die Proportion 

AB:B^ = ^Q''.Q'A' oder Q'A' = ^^^:, 



i 
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daher für einen andern Punkt B derselben Geraden von dem 
Bade B' 

*2-B = BB 
und durch Subtraction 

Q'B'-Q'Ä'^Ä'B'^R^.(^Q'.^^=^^^.AB. 

Theilt ein dritter Punkt C die Strecke AB, so ist das Theil- 

verhältniss 

Ä'C _ig g. ^Q' BB.GB AG _BB AG 
B'G' ~ AR. GR' R(i.^Q'' AG~ AR' BG' 

und für einen zweiten Theilpunkt D derselben Strecke AB 

A'B' _BR AB, 
B' D'~ AR' Bd''^ 
daher endlich j^c' A'B' _AG AB 

WW • WW ~ Bg''BB' 

oder das Doppelverhältniss von vier Punkten einer 

Geraden stimmt mit dem Doppelverhältniss ihrer Projec- 

tionen überein. 

Da auch, wenn man in Fig. 3 die Punkte C und D 

auf g und ihre Bilder C und D' in ^r' eingezeichnet denkt, 

AG AB_AA{iG A A^IB _ Ad. G^. BiuA^G ^ Ad. B^. sin AdB 
BG' BB~ ABUG' AB{iB~ Bd.G{&,amB(lG'B(l.Bd,8mBflB 

sin {ac) ^ sin {ad) 
sin (bc) 'sin (hd) 

ist, für a, 6, c, d als die projicirenden Strahlen von A, B, C, D 

und (a c), etc. als die von ihnen gebildeten Winkel, so ist das 

Doppelverhältniss von vier Punkten einer Geraden 

dem Doppelverhältniss ihrer projicirenden Strahlen 

gleich. 

6. Ist insbesondere in der geraden Linie AB der Punkt 

C die Mitte zwischen A und B und denkt man den unendlich 

fernen in Q' abgebildeten Punkt der Geraden mit Q bezeichnet, 

so ist 

AC:BC=- 1 und AQ:BQ = + l, 

A'G' £ig;__ 1 

also _g,^, ' B'Q' ~ 
Man nennt vier- Punkte einer Geraden mit dem Doppel- 
verhältniss — 1 eine harmonische Gruppe oder vier har- 
monische Punkte und bezeichnet insbesondere in der vor- 
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her betrachteten Gruppe A! ^ B' als das erste Paar und C und Q' 
als das zweite Paar conjugirter Punkte in derselben; damit 
sieht man, dass jede harmonische Gruppe als Centralpro- 
jection einer Halbirung angesehen werden kann unter Zu- 
ziehung des Fluchtpunktes Q' der Geraden als des conjugirten 
zum Bilde C des Mittelpunktes; und dass das projicirende 
Büschel einer Gruppe von vier harmonischen Punkten 
ein Büschel von vier harmonischen Strahlen ist; man 
sieht also auch, dass über einer harmonischen Punktegruppe 
stets zwei in Bezug auf sie zu einander symmetrische Büschel 
stehen, wo die Strahlen des einen Paares die (zu einander 
senkrechten) Halbirungslinien der Winkel der Strahlen des 
andern sind; ihre Scheitel sind die Schnittpunkte der Kreise, 
die über den Distanzen beider Paare der harmonischen Gruppe 
als Durchmesser beschrieben sind. 

Alle harmonischen Büschel sind daher Büschel von glei- 
chem Dopptlverhältniss und alle harmonischen Punktegruppen 
sind Gruppen von je vier Punkten in einer Geraden mit einerlei 
Doppelverhältniss. Allgemein nennt man zwei Büschel von 
einerlei Doppelverhältniss der entsprechenden Strahlen und 
ebenso zwei Reihen von einerlei Doppelverhältniss der ent- 
sprechenden Punkte projectivische Büschel und projec- 
tivische Reihen. Durch beliebig oft wiederholte Central- 
projection, wo aus A B C D entspringt A' B' C D' und 
daraus A" JB" C" D", aus diesem A'" B"' C" Z)'", etc., ent- 
stehen nur solche Reihen; und ebenso bei der Projection von 
Strahlbüscheln ausschliesslich solche Büschel. Man sagt auch, 
dass hierbei je zwei aufeinanderfolgende unter ihnen in per- 
spectivischer Lage sind. Alle durch Doppelverhältnissgleich- 
heiten ausdrückbaren Beziehungen in Reihen und Büscheln 
bleiben in diesen Centralprojectionen unverändert; man nennt 
sie daher projectivische Eigenschaften derselben. 

1. Eine den Punkt C nicht enthaltende Ebene ^ wird 
durch ihre Spur oder Schnittlinie mit der Tafel s und ihre 
Fluchtlinie g', d. h. die Schnittlinie der zu ihr parallelen 
projicirenden Ebene mit der Tafel, bestimmt, oder durch 
zwei zu einander parallele Gerade; die Tafelneigung a der 
Ebene S ist dieselbe, wie die der projicirenden Ebene Cq'y 
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und für ihre Punkte P ist mit P^ als Pusspunkt des zuge- 
hörigen Perpendikels zur Tafel und mit S als Fusspunkt des- 
jenigen zur Spur s wie in Fig. 2 für q 

SPi : P^P = cotan a. 

Wenn eine Gerade g in der Ebene 2 liegt, so ist ihr 
Durchstosspunkt S ein Punkt ihrer Spur s und ihr Flucht- 
punkt Q' ein Punkt ihrer Fluchtlinie ^'; und wenn zwei 
Gerade in derselben Ebene liegen oder sich schneiden, so 
ist die Verbindungslinie ihrer Durchstosspunkte S^^^ S^^^ zu der 
Verbindungslinie ihrer Fluchtpunkte ^/ Q^ parallel, jene die 
Spur s, diese die Fluchtlinie q' der Ebene (Fig. 4). Die 
Schnittlinie von zwei Ebenen hat den Schnittpunkt 
ihrer Spuren zum Durchstosspunkte und den Schnittpunkt 
ihrer Fluchtlinien zum Fluchtpunkte. 

Eine Gerade ist zu einer Ebene parallel, wenn ihr 
Fluchtpunkt in der Fluchtlinie derselben liegt, ohne dass ihr 
Durchstosspunkt zugleich der Spur derselben angehört. Par- 
allele Ebenen haben parallele Spuren und einerlei Fluchtlinie. 

8, Wir construiren daher den vierten Punkt einer 
harmonischen Gruppe als Bild einer Halbirung nach dem 
Satze, dass die Diagonalen eines Parallelogrammes einander 
halbiren, indem wir (Fig. 5) das gegebene Paar A'B' als 
Gegenecken eines Parallelogramms und den gegebenen dritten 
Punkt als den Fluchtpunkt Q' der sie verbindenden Diagonale 
ansehen; wir denken eine durek Q' gezogene Gerade als 
Fluchtlinie der Ebene des Parallelogramms und zwei in ihr 
willkürlich gewählte Punkte Q^,' Q^ als Fluchtpunkte der 
Gegenseitenpaare, die wir nun mit Qi'A' und Q^B' und 
Q^ A\ Q2B' ziehen, um in ihren Schnittpunkten Ä*' und 
JB*' die neuen Ecken und in der Verbindungslinie derselben 
auf ^'JB' den zu Q' conjugirten vierten harmonischen Punkt 
C zu erhalten. Man nennt die von den vier Geraden aus 
Qi7 Q2 ^^^^ -^' ^^^ ^' gebildete Figur ein vollständiges 
Vierseit, ^/, Q^' und A\ B\ endlich ^*', B*' sind seine 
drei Gegeneckenpaare; A' B\ Q^ Q^ und J.*'JB*' seine 
Diagonalen. In jeder Diagonale sind die Ecken und die 
Schnittpunkte mit den beiden andern Diagonalen zwei Paare 
zugeordneter Punkte einer harmonischen Gruppe. Oder man 
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bildet die Figur des Satzes, wonach der Diagonalenschnittpunkt 
im Parallelogramm die Mitte einer Parallele zum einen Sei- 
tenpaare zwischen dem andern ist, wie die punktirten Li- 
nien in Fig. 5 zeigen; man zieht also zu einer durch Q; 
gedachten Geraden g' die Parallelen durch A! und JB', trägt 
auf der letzten zwei gleiche Stücke ab, zieht aus dem einen 
Ende nach Q\ um den Schnitt mit der ersten Parallele mit 
dem andern zu verbinden und in A' ^' den gesuchten Punkt 
C zu erhalten; man hat so offenbar auch 

gemacht, aber den Zirkel ohne Noth gebraucht Die für uns 
wichtigste elementare Anwendung der Lehre von den har- 
monischen Gruppen bietet die Theorie von Pol und Po- 
lare beim Kreise dar; als Ausdruck projectivischer Eigen- 
schaften bleibt diese Relation von Pol und Polare in allen 
durch centrische CoUineation aus dem Kreise entspringenden 
Figuren (vgl. Art. 45) erhalten — sie liefert die Eigenschaften 
von Pol und Polare im Kegelschnitt. 

9, Wir können ferner den FusspunktP^ der Tafelnor- 
male aus einem durch sein Bild V gegebenen Punkte 
P der Geraden SQ' angeben; denn dieselbe hat wie alle 
Tafelnormalen den Fluchtpunkt in C^ und es ist somit G^Q' 
die Fluchtlinie und die von S ausgehende Parallele zu ihr die 
Spur der durch die Gerade möglichen Normalebene zur Tafel; 
der Durchschnitt der letzten mit C^P' ist also der Fuss- 
punkt Pi der Normale (Fig. 6). Wäre die Gerade eine unter 
45® zur Tafel geneigte Gerade, so dass Q* im Distanzkreise 
läge, so ist zugleich SP^ der Länge der bezeichneten Tafel- 
normale gleich. 

Ist insbesondere P der Verschwindungspunkt U der 
Geraden, so ist die Länge der Tafelnormale P^P oder P^JJ der 
Distanz gleich und der Fusspunkt P^ wird erhalten, indem 
man C^ mit P' verbindet oder durch C^ die Parallele zu Q' S 
zieht, als Schnittpunkt derselben mit der Parallelen durch S zu 
ö'Ci — oder als vierte Ecke des Parallelogramms SQ'G^B,^. 
(Siehe auch Fig. 7.) 

Die Verschwindungspunkte der in einer Eb^ne liegen- 
den Geraden sind in der Durchschnittslinie derselben mit der 
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zur Tafel parallelen Ebene durch das Centrum C enthalten 
oder ihre Gesammtheit bildet dieVersehwindungslinie r 
der Ebene. 

Liegt also die Gerade SQ' in. der Ebene sq\ so ist der 
für sie gefundene Punkt jR^ ein Punkt der Orthogonalprojection 
ihrer Verschwindungslinie auf der Tafel, d. h. der Geraden r^, 
in welcher die Tafel von derjenigen Normalebene zu ihr ge- 
schnitten wird, die durch die Verschwindungslinie r der Ebene 
sq geht, die Schnittlinie der von C ausgehenden Parallel- 
ebene zur Tafel mit der Ebene sq, (Fig. 6.) 

10, Die in der Ebene 2 oder sq gelegenen Figuren 
werden durch Drehung derselben um die Spur 5 bis zum Zu- 
sammenfallen mit der Tafel oder durch ümlegung in wahrer 
Gestalt und Grösse erhalten. Ist nämlich SQ' eine in der- 
selben gelegenen Gerade (Fig. 7), so giebt die ümlegung ihres 
Parallelstrahls CQ' mit der parallelen projicirenden Ebene Cq 
oder die Gerade (£§' durch ihren Winkel mit q zugleich die 
Grösse und Lage des Winkels an, den die Gerade g selbst 
mit 5 macht; man erhält also ihre Umlegung mit 27 in die 
Tafel als die durch /S zu ß^' gezogene Parallele {g), Ist 
dann P' das Bild eines beliebigen Punktes in ihr, so liefert 
der Strahl ©P' im Schnittpunkte mit der ümlegung {g) die 
Umlegung (P) des Punktes P in die Tafel, weil SP' als Bild 
einer in 2 durch P gezogenen Geraden anzusehen ist, deren 
Umlegung mit ihr selbst zusammenfällt. Insbesondere erhält 
man die ümlegung (P) des Verschwindungspunktes von g in 
dem zu g' parallelen Strahle aus 6^, und mit der durch sie zu 
s gezogenen Parallelen auch die der Verschwindungslinie (r) 
von 27. Daher ist auf jedem Strahle durch das Centrum der 
Mittelpunkt der Strecke von ihm bis zur Axe s auch der 
Mittelpunkt der Strecke zwischen q und r. Die Figur enthält 
auch die Einzeichnung von g^ , JR^ und P^ nach dem Vorigen. 

!!• Man sieht, dass Bild und ümlegung derselben ebenen 
Figur in einer einfachen Abhängigkeit oder geometrischen 
Verwandtschaft stehen, welche der Punkt 6 oder die üm- 
legung des Centrums mit der parallelen projicirenden Ebene, 
die Spur s und die Fluchtlinie q oder die Verschwindungs- 
linie (r) regieren nach* folgenden Gesetzen: 1) Entspre- 
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chende Gerade wie g' und (g) schneiden sich auf der 
Spur 5; 2) entsprechende Punkte wie P' und (P) liegen 
auf einerlei Strahl aus ß. Daher schneidet auch jede 
Gerade den vom Centrum ausgehenden Parallelstrahl ihrer 
entsprechenden Geraden in q resp. r. Man sieht, die Punkte 
auf s und die Strahlen aus @ entsprechen sich selbst; die 
Strahlen q und r entsprechen der unendlich fernen Geraden resp. 
im Original und im Bilde. Diese geometrische Verwandtschaft 
heisst Collineation der ebenen Systeme in centrischer 
Lage oder centrische Collineation derselben, und man 
nennt ® ihr Centrum, 5 ihre Axe (Collineationsaxe) und 
q^r ihre Gegenaxen. Sie ist die durch Centralprojection gege- 
bene Abhängigkeit ebener Systeme nach geschehener 
UmJegung des Originals in die Bildebene. Der Begriflf 
projectivischer Eigenschaften (Art. 6), d. h. solcher, die 
allen Centralprojectionen gegenüber unzerstörbar und unver- 
änderlich sind, erweitert sich damit auf ebene Figuren. 

Durch Angabe des Centrums und der Axe, sowie eines 
Paares entsprechender Punkte (in einerlei Strahl aus dem 
Centrum) oder eines Paares entsprechender Geraden (durch 
denselben Punkt der Axe) ist die centrische Collineation be- 
stimmt. Liegt insbesondere r in der Mitte zwischen S und 
Sy SO fallt q' mit ihm zusammen und die Construction ent- 
sprechender Elemente lehrt, dass ihr Entsprechen ein ver- 
tauschbares ist, d. 1l dass eine Gerade und ein Punkt, die 
zu einer anderen Geraden resp. zu einem anderen Punkte als 
Bilder erhalten werden, die Originale derselben Elemente sind, 
wenn diese als Bilder betrachtet werden. Eine solche Colli- 
neation heisst involutorisch oder auch eine Involution 
ebener Systeme. Sind A und Ä, B und ff zwei Paare 
entsprechender Punkte auf demselben durch © gehenden Strahle 
und ist S der Durchstosspunkt desselben, so ist die Gruppe 
der Punkte (ß^SAB) von gleichem Doppelverhältniss mit der 
Gruppe ihrer Bilder (dSAB') oder 

SÄ' SB ~ SA' • 'SW 
und somit auch 

©^ ^A _^ ^B' 

SA' SA:~ SB ^^W ' 
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ist insbesondere JB' in A und zugleich auch B in A, so wird 

^A ^A' _ ^ ©^ 
SA''ST~ SA' ' SA' 

d. h., da A als ein von (S und von 8 verschiedener Punkt 
nicht mit A' zusammenfallen kann, aus 

/e^V f^A'V ., ,. ^A ^A' 

Ksä) = [sÄ^J ^othwendig ^ = - ^, 

oder jedes Paar entsprechender Punkte theilt die 
Strecke auf seinem Collineationsstrahle zwischen 
Centrum und Axe oder den sich selbst entsprechenden 
Punkten harmonisch, wie es die Construction nach Art. 8 
bestätigt. Die Reihen solcher Punktepaare heissen involu- 
torische Reihen; sie sind, wie man sieht, Vereinigungen 
projectivischer Reihen mit vertauschbarem Entsprechen. (Vergl. 
Art. 4 mit Art 61 f. weiterhin.) Die Paare entsprechender 
Strahlen aus jedem Punkte der Axe s bilden involutorische 
Büschel, vereinigte projectivische Büschel mit vertausch- 
barem Entsprechen. (Vergl. Art. 61.) 

Es ist klar, dass die ümlegung der Ebene nicht nur 
durch Drehung um den spitzen Winkel «, sondern auch durch 
Drehung um (180® — a) geschehen kann; dabei bleiben s und 
q' unverändert und 6 und r kommen in neue zu den ersten 
in Bezug auf die Symmetrieaxen q' respective s orthogonal- 
symmetrische Lagen K* und r*. Die neue Umlegung wird 
orthogonalsymmetrisch zur alten in Bezug auf s als Sym- 
metrieaxe. Die r^ und Pj als nur von C| abhängig bleiben. 
Wir bemerken zugleich, dass für sie und das centralprojec- 
tivische Bild derselbe Zusammenhang der centrischen Colli- 
neation besteht mit C^ und s als Centrum und Axe, q' und 
r^ als Gegenaxen. 

12. Die Punkte des Distanzkreises sind die Fluchtpunkte 
aller unter 45® zur Tafel geneigten Geraden. Diejenigen unter 
diesen Geraden, welche durch einen festen Punkt P im Räume 
gehen, bilden den Mantel eines Rotationskegels oder ge- 
raden Kreiskegels, der das Perpendikel von P zur Tafel zur 
Axe hat, der also die Tafel in einem Kreise schneidet, für 
den der Fusspunkt P^ dieses Perpendikels der Mittelpunkt 
und wegen* der Tafelneigung aller Mantellinien gleich 45^ 
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zugleich die Länge dieses Perpendikels P^F der Radius ist. 
Man erhält nach dem Vorigen (Fig. 6) P^ in C^T'y wenn 
SQ' die zur Bestimmung von P dienende Gerade ist, als 
Schnitt mit der zu C^Q' durch S gehenden Parallelen. Zieht 
man durch P' eine beliebige Gerade, welche den Distanzkreis 
schneidet, so ist sie das Bild einer Mantellinie des in Rede 
stehenden Kegels für einen ihrer Schnittpunkte Q^ mit D 
als Fluchtpunkt (Fig. 8), und die Parallele zu Q^Q' durch 
S giebt ihren Durchstosspunkt S^^"* an. Man sieht, dass die 
Durchstosspunkte der Mantellinien des besprochenen Kegels 
den Kreis bilden, der für P' als Ahnlichkeitspunkt und 

G,Q; : Pi5(i) = C,P : P,P' = Q' P' : SP' 

dem Distanzkreise ähnlich und ähnlich gelegen ist. Er heisst 
der Spurkreis des Kegels und es ist ersichtlich, dass die Ab- 
hängigkeit zwischen Fluchtcurve und Spurcurve dessel- 
ben Kegels immer die der Ähnlichkeit und ähnlichen Lage 
für das Bild der Spitze als Ahnlichkeitspunkt ist. 

I. Die Bildkreise der Funkte, ihre linearen Reihen und 

planaren Systeme. 

13, Sowie das Centrum der Projection C durch den 
Distanzkreis bestimmt oder repräsentirt wird, so kann jeder 
andere Punkt P des Raumes durch den Kreis repräsentirt 
werden, der den Fusspunkt P^ der von ihm auf die Tafel ge- 
fällten Normale zum Mittelpunkt und die Länge derselben 
P^P zum Radius hat. Jeder in der Tafel gezeichnete Kreis 
ist somit der Repräsentant oder Bildkreis von zwei Punkten 
im Räume, so lange er nicht den Radius Null hat, wo der 
dargestellte Punkt mit ihm selbst zusammenfällt, und nicht 
den Radius Unendlich, wo er entweder selbst (wenn dieser 
Mittelpunkt im Endlichen liegt) in die unendlich ferne Gerade 
der Tafel fällt oder eine beliebige Gerade der Tafel als Theil 
enthält (wenn zugleich sein Mittelpunkt unendlich fern liegt) 
und der dargestellte Punkt im ersten Falle die Richtung der 
Normalen zur Tafel ist oder für den zweiten Fall das Bild 
einer um 45^ von ihr abweichenden Richtung (siehe Art. 14); 
man erhält beide Punkte P, P*, indem man in der im Mittel- 
punkte Pj des Kreises auf der Tafel errichteten Normale von 
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P^ aus die Länge seines Radius nach beiden Seiten abträgt. 
Ihre Unterscheidung mittelst des gemeinschaftlichen Bildkreises 
wird dadurch erlangt^ dass man demselben einen Drehungs- 
sinn beilegt. Die beiden Pfeile in der Peripherie des Kreises 
mit den Buchstaben P, P* respective, welche die Drehung 
im Sinne des Uhrzeigers resp. die entgegengesetzte Drehung 
markiren (Fig. 8), zeigen an, dass der P^nkt P mit dem Auge 
des Beschauers und dem Centrum der Projection C auf der- 
selben Seite des als Tafel gedachten Blattes und der Punkt 
P* auf der entgegengesetzten Seite desselben gedacht werden 
soll; oder der Punkt wird auf derjenigen Seite der Tafel ge- 
dacht, von welcher aus der durch die Pfeilspitze bei seinem 
Buchstaben dem Bildkreise zugeschriebene Drehungssinn als 
der positive erscheint. Die Weglassung des Pfeiles mag, wie 
beim Distanzkreise als dem Grund- und Hauptkreise aller un- 
serer Constructionen (vergl. Art. 24), die Lage des repräsentir- 
ten Punktes auf der Seite des Beschauers bezeichnen. 

14. Die Bemerkung, dass man zum Punkte P resp. P* 
auch gelangt, wenn man von einem Punkte seines Bildkreises 
rechtwinklig zur Tangente desselben und unter 45^ zur Bild- 
ebene bis zum Schnitt mit der Normale der Bildebene im 
Mittelpunkte P^ fortgeht, zeigt für den Grenzfall des ins End- 
liche gehenden Kreises von unendlich grossem Radius oder mit 
unendlich fernem Mittelpunkte, d.h. die gerade Linie, dass 
sie als Repräsentant der zwei Punkte angesehen werden kann, 
welche in den zu ihr rechtwinkligen und zur Bildebene imter 
45® geneigten Geraden unendlich fem liegen. Die geraden 
Linien der Bildebene xepräsentiren in diesem Sinne die un- 
endlich fernen Punkte oder die Richtungen der Mantellinien 
des aus dem Centrum C über dem Distanzkreise beschriebenen 
gleichseitigen Rotationskegels (und aller zu ihm parallelen 
Kegel); die Geraden eines Systems von Parallelen die beiden 
Richtungen der zu ihnen normalen unter diesen Mantellinien, 
wiederum die eine oder die andere je nach dem Sinne, in 
welchem man sie durchlaufen denkt und welchen ein Pfeil 
angeben mag. Wir denken natürlich auch hier den Bewegungs- 
sinn vom Centrum aus beurtheilt. 

15. Jedem System von Punkten im Räume entspricht 
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nach diesen Festsetzungen ein System von ebenso vielen 
Kreisen in der Bildebene; einer Gruppe von Punkten eiue 
Gruppe von ebenso viel Kreisen^ einer stetigen Folge von 
jenen eine stetige Folge von diesen^ nämlich offenbar ein 
solches System ; in welchem die benachbarten Kreise auch 
benachbarte Mittelpunkte und benachbarte Radien nach Grosse 
und Vorzeichen habeH; welches letzte den übereinstimmenden 
Drehungssinn der benachbarten Kreise des Systems anzeigt. 
Insbesondere entsprechen den Punkten einer Curve die ein- 
fach unendlich vielen Kreise, welche die Fusspunkte der von 
ihnen zur Tafel gehenden Perpendikel zu Centren und ihre 
Längen zu ßadien haben, sodass- die Centra die Orthogonal- 
projection der Curve selbst auf die Tafel bilden; dagegen den 
Punkten einer Oberfläche in derselben Weise zweifach unend- 
lich viele Kreise der Bildebene, wobei offenbar jedem Mittel- 
punkte im Allgemeinen mehrere Kreise zugehören werden. 

Jede krumme Linie der Bildebene giebt zunächst einen 
zur Bildebene normalen Cylinder, von dem sie der Querschnitt 
ist; und wenn aus ihren Punkten P^ als Centren Kreise be- 
schrieben werden, deren Badien sich nach irgend einem Ge- 
setz mit der Bewegung des Centrums in der Curve verändern, 
so ist dadurch eine Curve der zugehörigen Punkte P auf dem 
Mantel des Cy linders bestimmt, deren Abbildung sie liefern; 
oder genau gesprochen zwei in Bezug auf die Tafel zu ein- 
ander orthogonalsymmetrische Curven, insofern wir beiderlei 
Bewegungssinn den Bildkreisen beilegen können. Offenbar 
findet dabei der Übergang vom einen zum andern Bewegungs- 
sinn innerhalb derselben Curve durch die NuUwerthe resp. 
die unendlich grossen Werthe des Radius statt. Ebenso in 
dem besonderen Falle, wo die Linie der Centra in der Tafel 
eine gerade Linie ist. 

16, Betrachten wir einen projicirenden Strahl vom Fuss- 
punkte Q' in der Tafel bei gegebenem Distanzkreise D, so ist 
Ci Q' die Spur der durch ihn gehenden projicirenden Normal- 
ebene zur Tafel; und wenn man den zu C^Q' senikrechten 
Halbmesser des Distanzkreises mit dem Endpunkte {C) zieht, 
so ist (C)Q' die Umlegung des projicirenden Strahls mit 
jener Normalebene in die Tafel. Ist (P) ein Punkt in {C)Q\ 
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so liefert das von ihm ausgehende Perpendikel zu C^Q' in 
Pi das Centrum und in seiner eigenen Länge Pi(P) den 
Radius des Kreises, der den Punkt P im Räume auf der Bild- 
ebene repräsentirt (Fig. 9); liegt dabei (P) mit (C) auf der- 
selben Seite von Q\ so ist der seinem Bildkreise beizulegende 
Drehungssinn der positive oder der des Distanzkreises und 
bedarf keiner Bezeichnung; dagegen müssen die Bildkreise 
der Punkte des Strahles, die auf der entgegengesetzten Seite 
von Q' liegen, als von negativem Drehungssinn angesehen 
werden, oder für Mittelpunkte auf der Seite von Q' in C^Q', 
auf welcher C^ liegt, und für Mittelpunkte auf der entgegen- 
gesetzten Seite von Q' besteht immer Gegensatz des Dreh- 
ungssinnes. Dabei ist offenbar immer Q'Fi : Pi(P) = cotan/3 
oder gleich einer constanten Zahl, die wir als Modul der 
linearen Reihe bezeichnen können. Zieht man daher zwei 
parallele Radien in den Bildkreisen von C und P — von 
gleichem oder ungleichem Sinne, je nachdem Q' Pi und Q'C^ 
von einerlei oder von entgegengesetztem Sinne sind, so geht 
die Verbindungslinie ihrer Endpunkte immer durch denselben 
Punkt Q\ oder dieser Punkt ist ein Ahnlichkeitspunkt 
beider Kreise; er ist der äussere Ahnlichkeitspunkt der- 
selben, wenn der Punkt P auf derselben Seite der Bildebene 
mit dem Centram, und der innere, wenn er auf der ent- 
gegengesetzten Seite der Bildebene liegt. 

!?• Insbesondere ist für ß = 45® das constante Verhält- 
niss Q' Fl : Pi(P) gleich Eins, d. h. für jeden Strahl, dessen 
Fusspunkt Q' im Distanzkreise liegt, gehen die Bildkreise aller 
seiner Punkte durch diesen Fusspunkt und haben dort eine 
und dieselbe Tangente, das Perpendikel auf Q'C^ in Q'] sie 
berühren einander im Punkte Q' und zwar die Bildkreise von 
Punkten, die auf einerlei Seite der Tafel liegen oder die Bild- 
kreise von gleichem Drehungssinn einschliessend oder in- 
nerlich, die Bildkreise von ungleichem Drehungssinn dagegen 
oder von Punkten auf entgegengesetzten Seiten der Tafel 
aasscUliessend oder äusserlich; sodass für jene der Berüh- 
rungspunkt der äussere und für diese der innere Ahnlich- 
keitspunkt ist. 

Für ß < 45« liegt wegen Q' P, : P^{P) > 1 der Ähnlich- 
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keitspunkt Q' ausserhalb, för /3>45« wegen Q'P^,P^{P)<\ 
innerhalb aller Kreise des Systems; der Gegensatz seiner Be- 
deutung als innerer Ahnlichkeitspunkt für die Kreispaare 
von ungleichem Sinn und als äusserer Ahnlichkeitspunkt fQr 
die Kreispaare von gleichem Sinn dauert fort. 

Ist Q' unendlich fem oder /3 = 0, so ist die nach ihm 
von Cj gehende Gerade die Centrale gleicher Bildkreise, von 
denen der Distanzkreis der eine ist — die Darstellung einer 
ganz in der Verschwindungsebene enthaltenen Geraden. 

Für /3 = 90^ fällt der Fusspunkt Q' in den Hauptpunkt 
Cy, die darstellenden Kreise aller Punkte der Geraden G^C 
sind concentrisch, das gemeinsame Gentrum wird für alle 
Paare der Bildkreise als der äussere respective der innere 
Ähnlichkeitspunkt angesehen, je nachdem die zugehörigen 
Punkte auf einerlei Seite oder auf verschiedenen Seiten der 
Tafel gedacht werden, d. h. für gleicheu resp. für entgegen- 
gesetzten Drehungssinn der Kreise des Paares. 

18, Denkt man nun statt des projicirendei^Strahles CQ' 
eine zu ihm parallele das Gentrum nicht enthaltende Gerade ^, 
die also durch ihren Fluchtpunkt Q' und ihren Durchstoss- 
punkt 8 bestimmt ist, so giebt ihre Umlegung in die Tafel 
mit der durch sie gehenden Normalebene zu derselben von 
der Fluchtlinie Q' C^ und der dazu Parallelen durch S als Spur 
oder g^ die analoge Darstellung (Fig. 10). Der zu Q'G^ recht- 
winklige Badius des Distanzkreises giebt in seinem Endpunkte 
das CoUineationscentrum (C) oder ©, also in S^' den Parallel- 
strahl und in der zu ihm Parallelen (g) durch S die üm- 
legung der Geraden. Zu einem Punkte P' ihres Bildes er- 
hält man die Umlegung des Originals (P) in dem Strahle 
6P', der ihn mit dem CoUineationscentrum verbindet; man 
erhält auch den Fusspunkt Pj der von ihm aus zur Tafel 
gehenden Normale in dem Schnitt von C^P' mit der Spur s 
oder ^1 und nach der CoUineation ist Pi(P) parallel zu Cj®; 
somit ist der zugehörige Bildkreis, als aus P^ durch (P) be- 
schrieben, gefunden. OflFenbar ist nun SP^ :Pi(P) = cotan/S 
= ö'Ci:Ci6, da der spitze Winkel zwischen (ß) und s oder 
g^ und der zwischen dem Parallelstrahl und q zugleich der 
Neigungswinkel der Geraden gegen die Tafel ist. 
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19. Für die Punkte von $ oder g^j für welche der Abstand 
von S gleich Q'C^ ist, wird der Radius des Bildkreises der 
Distanz gleich; derjenige unter ihnen, für den die Verbindungs- 
linie mit Cj parallel ist zu Q'S, ist der Punkt 2?i, der Mittel- 
punkt vom Bildkreise des Verschwindungspunktes; der 
andere, dessen Verbindungslinie mit Q' parallel ist zu C^S, 
giebt den Bildkreis des Punktes der Geraden, der ebensoweit 
hinter der Tafel liegt als das Centrum davor; beide Bildkreise 
sind dem Distanzkreise gleich, aber durch den Drehungssinn 
unterschieden. 

überhaupt ist für jeden Punkt der Geraden SR oder SQ' 
und den Punkt ihres Parallelstrahls CQ\ dessen Abstand von 
Q' ebenso gross ist wie der des ersten von S, auch der Ra- 
dius des Bildkreises und der Abstand seines Mittelpunktes 
vom Pusspunkte, dort Q\ hier ä,* derselbe. 

Wir wollen die Gesammtheit der Kreise, welche die 
Punkte einer geraden Linie abbilden, oder welche ihre Mittel- 
punkte in einer Geraden, der gemeinsamen Centrale, haben 
und einen gemeinsamen Ähnlichkeitspunkt in dieser besitzen, 
als eine lineare Ereisreihe bezeichnen. Dann ist die Reihe 
der Punkte einer Geraden oder ist eine gerade Linie durch 
eine lineare Kreisreihe repräsentirt. Die lineare Kreisreihe 
einer Geraden ist gleich und parallel mit derjenigen ihres 
Parallelstrahls, d. h. beide haben parallele Centralen, und jede 
Gerade, welche der Verbindungslinie ihrer Ahnlichkeitspunkte 
S und Q' parallel ist, schneidet aus diesen die Mittelpunkte 
gleicher Kreise beider Reihen heraus. Man sieht sofort, dass 
beliebige parallele Gerade durch gleiche Kreisreihen 
mit parallelen Centralen dargestellt werden, weil die 
selben alle der Kreisreihe ihres gemeinschg.ftlichen Parallel- 
strahles gleich und parallel sein müssen. 

Offenbar kann zur Bestimmung einer linearen Kreisreihe 
neben ihrem Durchstoss- oder Ahnlichkeitspunkte S derjenige 
Kreis verwendet werden, der dem Distanzkreise gleich ist, also 
insofern wir auch Übereinstimmung seines Sinnes mit dem 
des letzten fordern, der Kreis um iJ^ mit dem Halbmesser 
iZ^JB. Eine Ausnahme bildet nur der Fall der zur Tafel 
parallelen Geraden, in welchem die Centrale der Spur s einer 

Fiedler, Cyklographie. 2 
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sie enthaltenden Ebene parallel ist und alle Bildkreise ein- 
ander gleich werden. 

20. Wir haben in Art. 12 gesehen^ dass ein gleichsei- 
tiger Rotationskegel mit zur Bildebene normaler Axe durch 
den Distanzkreis als Fluchtlinie und den Spurkreis S mit 
einem Ahnlichkeitspunkte für beide als Bild M seiner Spitze 
M dargestellt wird. Wir wissen nun, dass der Spurkreis zu- 
gleich der Bildkreis der Spitze M ist. Da alle seine Mantel- 
linien unter 45® zur Tafel geneigt sind, so wird jede derselben 
dargestellt durch eine lineare Reihe von Kreisen, die ihren 
Durchstosspunkt zum gemeinsamen Berührungspunkte haben. 
Ziehen wir einen beliebigen projicirenden Strahl, z. B. vom 
Fusspunkte Q' (Fig. 11), so hat derselbe mit dem gedachten 
Kegel im Allgemeinen zwei Punkte P^^>, P^^^ gemein, die in 
Q' central projicirt sind, und die ihnen entsprechenden Bild- 
kreise werden nothwendig in den respectiven Durchstoss- 
punkten der bezüglichen Mantellinien den Spurkreis berühren 
und auch zu der linearen Kreisreihe des projicirenden Strahles 
CQ' gehören oder den Punkt Q' zu einem gemeinsamen 
Ahnlichkeitspunkte mit dem Distanzkreise haben. Offenbar 
sind die Geraden M' Q' mit den Fluchtpunkten Q^y Q^ im 
Distanzkreise und den zugehörigen Durchstosspunkten S^'^^ und 
iS(^) 8.uf den zu C^Qi resp. C^Q^ parallelen Radien Jf|/S^^>, 
M^S^^^ im Spurkreise die Centralprojectionen der von CQ' ge- 
schnittenen Mantellinien, S^^^ und S^^^ also bereits die Berüh- 
rungspunkte der Bildkreise von P^^\ P^^^ resp. mit dem Spur- 
kreise. Der Fusspunkt des Perpendikels von dem in Q' pro- 
jicirten Punkte P^^) zur Tafel wird in der Spur MiS^^^ der 
durch Qi'S^^^ gehenden Normalebene zur Tafel auf Cj^' ge- 
funden. Oder auch es giebt CiQ' als Centrale der linearen 
Kreisreihe im Schnitt mit MiS^^^ resp. M^S^^^ als Centrale 
der Kreisreihen der bezüglichen Mantellinien den Punkt Pi^^\ 
P^^^ resp., den Fusspunkt des Perpendikels zur Tafel aus dem 
Schnittpunkte mit GQ' und damit den Mittelpunkt des Bild- 
kreises. P/^^/S^^^ resp. Pi^^)/S(^> ist dem Radius gleich für eine 
unter 45® zur Tafel geneigte Gerade. 

Weil hier diejenigen zwei von den Kreisen der linearen 
Reihe GQ' construirt sind, welche den Kreis S berühren, so 
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haben wir bei Gelegenheit der Probleme über lineare Kreis- 
reihen Anlass, hierauf zurückzukommen. (Art. 35.) 

31, Jetzt wollen wir zunächst die Bemerkung verfolgen, 
dass der Kreis S oder M zwei Punkte, M auf derselben Seite 
der Tafel mit dem Centrum G und M^ auf der entgegenge- 
setzten Seite derselben, also zwei in Bezug zur Tafel ^ortho- 
gonalsymmetrische Punkte, repräsentirt und somit auch Basis- 
kreis von zwei gleichseitigen Botationskegeln mit gemeinsamer 
zur Tafel rechtwinkliger Axe ist. Denken wir den zweiten 
dieser Kegel, so schneidet eine durch die Axe Mj^M* gelegte 
Ebene, deren Spur ein Durchmesser von S und deren Flucht- 
linie der zu ihm parallele Durchmesser von D ist, denselben 
in zwei Mantellinien, deren Fluchtpunkte Q^' und Q2 zu ihren 
resp. Durchstosspunkten S^^^ und 8^^^ die Endpunkte der in 
jenen liegenden Radien von entgegengesetztem Sinne sind 
(Fig. 12, Tafel IlJ; und die Bilder Q^'S^'\ Q^'S^^) dieser Mantel- 
linien schneiden sich im Bilde M*' der Spitze, welches natür- 
lich auch auf dem Bilde der Axe C^Mi gelegen ist. Es ist 
also der innere Ahnlichkeitspunkt der Kreise D und S 
oder M, oder das Centrum der inversen Ähnlichkeit der- 
selben, zum Unterschied von dem in Art. 20 betrachteten 
äusseren als dem Centrum der directen Ähnlichkeit. Sind 
die gewählten Durchmesser rechtwinklig zur Centrale C^iHfi, 
so kann die Figur auch als ümlegung des Centrums und der 
Kegelspitze mit der pröjicirenden Ebene der Kegelaxe M^M* 
angesehen werden; ist nämlich (C) in Q\ so ist {M*) in 
^(1) — aber man sieht, dass jede zwei parallele Durchmesser 
das gleiche leisten. Man nennt die Endpunkte in ihnen lie- 
gender Radien von entgegengesetztem Sinn entsprechende 
Punkte in der inversen Ähnlichkeit der Kreise, so- 
wie man die Endpunkte paralleler Radien von gleichem Sinn 
als entsprechende Punkte in der directen Ähnlichkeit 
der Kreise D und S bezeichnet. 

22. Man sieht, dass die Aehnlichkeitspunkte M' und M*' 
des Kreises M mit dem Distanzkreise zugleich die Durchstoss- 
punkte oder Fusspunkte der pröjicirenden Strahlen CM und 
GM* resp. in der Tafel sind, dass sie also die Fusspunkte 
oder Nullkreise der beiden linearen Kreisreihen bezeichnen, 
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welche der Kreis M mit dem Distanzkreise D bestimmt. 
(Fig. 12.) In derselben Weise bestimmen zwei beliebige 
Kreise in derselben Ebene zwei lineare Kreisreihen, die eine 
für ihren äusseren , die andere für ihren inneren Ahnlich- 
keitspunkt als zugehörigen Kreis yom Radius Null; sie sind 
für den ersten als von einerlei Drehungssinn und für den 
zweiten als von entgegengesetztem Drehungsinn zu betrachten, 
der directen und inversen Ähnlichkeit entsprechend. Die 
Construction giebt aus den Paaren ähnlicher Dreiecke 

G^Q^M\ M^S^^m'] C^QiM*\ M.S^^m*'] 

und somit 

C^M' C^M*' 

d. h. die Ahnlichkeitspunkte theileu die Strecke 
zwischen den Centren äusserlich und innerlich nach 
dem gleichen Verhältniss oder sie bilden mit ihnen 
eine harmonische Gruppe. Die Constructionsfigur führt 
auch nach Art. 8 zu demselben Resultat, weil MM"^ den 
Punkt Ml zur Mitte und C^ zum Fluchtpunkte hat und somit 
die Strahlen von C nach M^ und Oj, nach M und M* die 
zwei conjugirten Paare eines harmonischen Büschels bilden. 
Man nennt jenes Verhältniss, das Verhältniss der Kreisradien, 
das Ahnlichkeitsverhältniss und sieht, dass es für beide 
Fälle gleiche und entgegengesetzte Werthe hat. Mit r^, r^ 
als den Radien und c als Centraldistanz der Kreise und für 
a^ und i^j ag und i^ als die Abstände ihres äusseren resp. 
inneren Ahnlichkeitspunktes vom Mittelpunkte des ersten resp. 
zweiten Kreises hat man auch 

und 

zur Bestimmung der Entfernungen aj, «gj *i? h' ^^® Geraden 
MS^^)Q^ und M*'S^^^Q; sind Ähnlichkeitsstrahlen je 
des äusseren und des inneren Ähnlichkeitspunktes; das Ahn- 
lichkeitsverhältniss ist auf allen Ähnlichkeitsstrahlen das 
gleiche. Wir wollen an die bekannten Sätze der Ähnlich- 
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keitslehre über ähnlich liegende Punkte und Gerade etc. er- 
innern, ohne sie zu wiederholen. Als Beispiel sei hervorge- 
hoben, dass die geraden Linien i^y m* im System des zweiten 
Kreises, die der nämlichen Geraden c im System des ersten 
Kreises entsprechen, ihr parallel in gleichen Abständen vom 
Mittelpunkte des zweiten liegen. (Fig. 12.) 

23« Liegen^ die beiden betrachteten Kreise ganz ausser 
einander, so sind unter ihren Ahnlichkeitsstrahleu auch die 
beiden Paare ihrer gemeinsamen Tangenten, die äusseren 
im äusseren, die inneren im inneren Äbnlichkeitspunkte sich 
schneidend. 

Berühren sich die Kreise von aussen, so ist der Be- 
rührungspunkt zugleich der innere Ahnlichkeitspunkt derselben. 
Schneiden sie sich, so liegt der innere Ahnlichkeitspunkt im 
Innern beider Kreise. Sind ihre Radien in einem dieser drei 
Fälle gleich gross, so ist der innere Ahnlichkeitspunkt die 
Mitte und der äussere der unendlich ferne Punkt der Cen- 
trale; im letzten Falle liegt jener zugleich in der gemein- 
samen Sehiie der Kreise. Berühren sich beide Kreise von 
innen oder einschliessend, so ist der Berührungspunkt zu- 
gleich der äussere Ahnlichkeitspunkt. ümschliesst der eine 
Kreis den andern ganz, so fallen beide Äbnlichkeitspunkte 
in das Innere des kleineren Kreises; wenn sie concentrisch 
sind, so fallen die Aehnlichkeitspunkte im gemeinsamen Cen- 
trum zusammen. Es sind die planimetri sehen Ausdrucksfor- 
men für die charakteristischen Unterscheidungszeichen der Fälle 
der linearen Kreisreihe mit ß < 45^, insbesondere Null, ß = 45^, 
ß > 45®, insbesondere 90®, bezogen auf die beiden durch zwei 
Kreise bestimmten (vergl. Art. 17). Unsere Anschauung zeigt 
auch, dass für einen Kreis und eine Gerade die Äbnlich- 
keitspunkte die Endpunkte des zur Geraden rechtwinkligen 
Durchmessers im Kreise sind und dass dabei die Entschei- 
dung darüber, welcher von beiden Endpunkten der äussere 
und welcher der innere Ahnlichkeitspunkt ist, von der Fest- 
stellung des Bewegungssinnes im Kreise und in der Geraden 
abhängt. (Art. 14.) Derselbe Kreis hat mit allen parallelen 
Geraden die nämlichen Ähnlichkeitspunkte. 

24, ^Offenbar kann nach den Gesetzen der Ähnlichkeit 
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der Kreis D benutzt worden, um jeden anderen Kreis 
aus Punkten und Tangenten zu construiren. Wenn 
man z. B. (Fig. 12, Tafel JI) seinen Mittelpunkt M^ und 
einen Punkt seiner Peripherie S^^^ kennt, so giebt der zu 
M^S^^^ parallele Durchmesser des Distanzkreises durch seine 
Endpunkte Q^, Q^ einen inneren Ahnlichkeitsstrahl S^^'^Q^ 
und einen äussern S^^^Q^ und damit die beiden Ähnlich- 
keitspunkte M und Jf*' in der Centrale M^^C^. Die Gerade 
M! Ql schneidet M^'Q^ in S^^\ dem im gesuchten Kreise 
zu S^^^ diametral gegenüber liegenden Punkte. Zieht man dann 
im Distanzkreise einen andern Durchmesser mit den End- 
punkten Qq und Q^f so liefern die Paare von Geraden M' Q^ 
und W'Ql und M'Ql mit W'Q^ die Endpunkte des zu 
QzQa. parallelen Durchmessers im Kreise um M^ durch S^^^. 

Da wir nun sehen werden, dass alle zu entwickelnden 
Constructionen auf den Distanzkreis als den Bildkreis des 
Projectionscentrums zurückgehen und übrigens das Lineal er- 
fordern, so entspringt naturgemäss der Gedanke der Durch- 
führung aller geometrischen Constructionen mit Hilfe 
eines festen Kreises und des Lineals. Ist z. B. bei ge- 
gebenem Distanzkreise gefordert, die Schnittpunkte einer 
geraden Linie mit einem durcji Peripheriepunkt S^^^ und 
Centrum M^ bestimmten Kreise durch Linealconstruction 
zu finden, so construiren wir wie vorher aus M^S^^^ und den 
Endpunkten des parallelen Distanzkreisdurchmessers Q/ Qo 
die Ahnlichkeitspunkte Jfef' und M*\ mittelst eines derselben 
aber zum Schnittpunkte von M^S^'^^ mit der gegebenen Ge- 
raden den entsprechenden im System des Distanzkreises, da- 
mit die zu jener entsprechende Gerade und aus ihren Schnitt- 
punkten mit dem Distanzkreise durch ihre Ähnlichkeitsstrahlen 
aus dem benutzten Ahnlichkeitspunkte die gesuchten Schnitt- 
punkte. 

25. Wir kehren zur darstellend geometrischen Entwick- 
lung zurück, um eine projicirende Ebene Cq' (Art. 3) 
hinsichtlich der Bildkreise ihrer Punkte zu betrachten. 
Wir fassen sie zuerst als den Ort des Büschels der in ihr 
liegenden projicirenden Strahlen CQ' und erkennen als ihre 
Darstellung die Gesammtheit der linearen Kreisreiben, die 
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den Distanzkreis enthalten und deren Fusspunkte oder Null- 
kreise in der geraden Linie q liegen. Es erhellt aber sofort, 
dass jeder andere Punkt der Ebene Cci in gleicher Weise 
der Scheitel eines in ihr liegenden Strahlbüschels ist und 
daher auch sein Bildkreis gemeinsamer Ereis eines Büschels 
linearer Kreisreihen, deren Nullkreise in q gelegen sind. Da 
aber die Strahlen dieses Büschels einzeln den Strahlen des 
Büschels aus G als ihren projicirenden Parallelstrahlen par- 
allel sind und 30mit durch gleiche und parallele lineare 
Kreisreihen dargestellt werden (Art. 19), so genügt es, das 
projicirende Büschel näher zu betrachten, um das System der 
Bildkreise aller Punkt« der Ebene oder das planare Kreis- 
system zu untersuchen. Es ist auch sofort ersichtlich, dass 
für eine Ebene, die das Centruxa G nicht enthält, die wir 
also durch ihre Spur s und ihre Fluchtlinie q bestimmt 
denken, das System der Bildkreise dem System der Bildkreise 
der parallelen projicirenden Ebene gleich und nur in der 
Richtung der Normale vom Centrum des Distanzkreises auf die 
Spur 5 und die Fluchtlinie q um den Betrag der Entfernung 
zwischen diesen Geraden und im Sinne von q nach s ver- 
schoben ist. Durch die umgekehrte Verschiebung werden 
beide Systeme von Bildkreisen mit den Ebenen sq und Gq 
sielbst zugleich identisch. 

26. Wir nehmen einen Strahl des projicirenden Büschels 
in der Ebene vom Fusspunkte Q' und einen beliebigen 
Punkt P desselben, so liegt der Fusspunkt Pj der zugehörigen 
Tafelnormale in der Geraden G^Q* als der Spur der durch 
den Strahl gehenden Normalebene zur Tafel und man hat 

(Fig. 13) 

Q'G^ :,G^G= Q'F^ : P^P = cotan ß 

für ß als die Tafelneigung des Strahles. Führen wir den zu 

q' normalen projicirenden Strahl GH' d. i. die projicirende 

Falllinie der Ebene ein, mit der Tafelneigung der Ebene 

a=^ LG^H'G oder dem Radius ihres Neigungskreises G^H' i 

und nennen wir den Winkel des letzten mit der Geraden 

G^Qf die Abweichung desselben ö, so ist •! 
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und somit, da C^H' = CjCcotan a ist, 

O'-Pi 1 ^ cotan a 

p p = cotan p == -r- • 

Pi P '^ cos ö 

Die Moduln der die Strahlen des projicirenden Büschels 
darstellenden Kreisreihen, die aus dem allen gemeinsamen 
Distanzkreis und dem jeder einzeln zukommenden Fusspunkt 
oder Nullkreis einzeln bestimmt sind, hängen also nur von 
der Tafelneigung der Ebene a und der Abweichung ö 
der Centrale G^Q' der betrachteten Reihe yon der Centrale 
C^H' der projicirenden Falllinie ab. Durch die lineare Reihe, 
die dieser Falllinie entspricht, ist das ganze System gegeben, 
ihr Winkel ß ist dem Winkel a der Ebene gleich und durch 
ihren Fusspunkt oder Nullkreis H' geht rechtwinklig zur 
Centrale C^H' ihre Spur s.. Wir nennen daher cotan« den 
Modul des planaren Kreissystems. 

27. Da für alle parallelen Geraden derselben Ebene die 
darstellenden Kreisreihen denselben Modul cotan ß haben, 
weil solche gleiche Tafelneigung besitzen, so sind die zuge- 
hörigen linearen Kreisreihen gleich und parallel: und nur im 
Sinne und um den Betrag der Distanz ihrer Fusspunkte gegen 
einander verschoben; das ganze planare System erscheint als 
zusammengesetzt aus unendlich vielen solchen gleichen und 
parallelen Reihen für bestimmten Modul cotan ß. Solange 
/3 < « ist, giebt es zwei zu C^H' symmetrisch gelegene Sy- 
steme solcher gleicher und paralleler linearer Reihen vom 
Modul cotan jS, deren Gesammtheit das planare System er- 
schöpft; für /J = « vereinigen sie sich in das eine der Fall- 
linien, das ö == 0^ entspricht. Für ö = 90^ wird cotan ß unend- 
lich gross und man erhält die gleichen und parallelen linearen 
Reihen gleicher Kreise, die Bilder der Parallelen zur Tafel 
auf der Ebene. Da man aus ö = 0^ für den Radius des Bild- 
kreises vom Mittelpunkte P^ direct das Product von tan a oder 
dem Reciproken des Moduls in den Abstand des Mittelpunktes 
von der Spur erhält, so sind alle diese Reihen gleicher Kreise 
einfach bestimmt. Wir könnten offenbar die entwickelten Be- 
ziehungen in dem Satze zusammenfassen, dass jedes im pla- 
naren Systeme enthaltene Paar von Kreisen einen 
Ahnlichkeitspunkt in der Spur des Systems hat, die 
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wir daher als die Ähnlichkeitsaxe des Systems bezeiclinen 
werden; dieser Satz lehrt unmittelbar aus einem Kreise D und 
der Ähnlichkeitsaxe q' den Kreis des Systems vom gegebenen 
Mittelpunkt P^ construiren, da man im Schnittpunkte von q' 
mit C^Pi den Ahnlichkeitspunkt hat, der ihm mit D ge- 
mein ist. 

28. Wenn a>45® ist, so giebt es zwei gleiche reelle 
Werthe der Abweichung Ö, für welche cos $ = cotan a und 
somit cotan «5= 1 wird, so dass die zugehörigen linearen 
Reihen aus Kreisen bestehen, die sich im Fusspunkte des 
Strahles berühren-, der Etistanzkreis schneidet aus Ö' diese g 
Fusspunkte heraus. Natürlich kaun das ganze planare Sy^ 
stem durch solche gleiche lineare Reihen berührender Kreise 
erschöpft werden. Für a = 45^ vereinigen sie sich in den 
den Falllinien der Ebene entsprechenden linearen Reihen, 
d. h. sie bilden nun lineare Reihen berührender Kreise 
mit der Spur oder Ähnlichkeitsaxe als jeweiliger gemein- 
samer Tangente; das ganze System besteht aus den Kreisen, 
die seine Spur oder Ähnlichkeitsaxe berühren. Für « < 45^ 
schneidet q' den Distanzkreis nicht, es giebt keine linearen 
Reihen von berührenden Kreisen im planaren System. Da der 
Radius eines Bildkreises durch den Abstand x seines Mittel- 
pimktes von der Ähnlichkeitsaxe nach dem Werthe x tan a ge- 
geben wird, so ist derselbe für a > 45*^ grösser als x und für 
a<45^ kleiner als a?, d. h. in planaren Systemen der 
ersten Art schneiden alle Kreise die Axe reell, in 
solchen der zweiten schneiden sie sie nicht. Und wenn 
wir den Winkel, unter dem der Kreis die Axe schneidet, d. h. 
den Winkel zwischen dein Radius des Schnittpunktes und der 
Normale zur Axe durch 6 bezeichnen (Fig. 14), so haben wir 
cotan a = cos <?, weil jede der beiden Functionen durch das 
Verhältniss vom Abstand x zum Radius r ausgedrückt ist. 
Man sieht, dass mit « == 45^ der Winkel gleich Null wird, 
der Berührung entsprechend; indess für a < 45^ cos a grösser 
als Eins wird, was bei reellem Schnitt nicht möglich ist. 
Wir können danach ein planares System von Kreisen als 
ein solches bezeichnen, dessen sämmtliche Kreise eine 
gegebene Gerade u^ter demselben reellen oder nicht 
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reellen Winkel schneiden; der Modul des Systems 
ist der Cosinus dieses Winkels und wir haben dabei 
angenommen, dass durch jeden Werth des Cosinus ein 
Winkel bestimmt sei, und nicht blos für die in dem Inter- 
valle von Null bis Eins liegend-en Werthe. 

29. Es ist augenscheinlich; dass einem bestimmten nu- 
merischen Werthe des Moduls unter Beilegung beider ent- 
gegengesetzten Vorzeichen bei derselben Axe zwei Ebenen 
entsprechen, deren Punkte in Paaren orthogonalsymmetrisch 
zur Bildebene liegen, oder zwei planare Kreissysteme, deren 
Kreise sich decken, sobald ihre Mittelpunkte identisch sind 
und nur mit entgegengesetztem Drehungssinn gedacht wer- 
den müssen. Wir haben die Mantellinien des gleichseitigen 
Rotationskegels mit zur Tafel normaler Axe als durch lineare 
Reihen von Kreisen dargestellt gesehen, die einander und 
den Basiskreis desselben berühren, so dass die Bildkreise 
seiner Punkte die Gesammtheit der zu seinem Basiskreise, dem 
Bildkreis seiner Spitze, gehörigen berührenden Kreise liefern 
— in vollkommener Analogie zu dem System der Bildkreise 
der Ebenen mit a = 45^ auch darin, dass bei ümkehrung des 
Drehungssinnes aller Kreise des Systems der zum ersten in 
Bezug auf die Tafel orthogonalsymmetrische Kegel durch das- 
selbe dargestellt wird. Wir werden dadurch auf die weiter- 
hin zu beantwortende Frage geführt, wie die Relation des 
Constanten Schnittwinkels zwischen einem beweg- 
lichen und einem festenKreise sich räumlichdarstellt. 

Auf das planare System zu rückkommend, bemerken wir 
noch, dass nur für a = 90^ auch 6 = 90^ wird. Die Bild- 
kreise der Punkte einer zur Tafel normalen Ebene bilden die 
Gesammtheit der aus den Punkten ihrer Spur beschriebenen 
Kreise. Dieselben können ofiFenbar in lineare Reihen von 
jedem beliebigen Modulwerthe geordnet werden. 

30, Wir gehen zur Anwendung der entwickelten 
Anschauungen auf die Construction von Problemen 

r'1''T über und wollen mit solchen über lineare Kreisreihen 
beginnen. Eine lineare Kreisreihe wird nach dem Früheren 
bestimmt durch ihren Fusspunkt oder Nullkreis und einen 
ihrer Kreise von endlichem Radius, oder durch die Centrale 
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mit dem AhBlicbkeitspimkte und den Modul^ oder durch zwei 
ihrer Kreise, wenn die Gleichartigkeit oder üngleichartigkeit 
ihres Drehungssinnes bekannt ist, — denn die beiden geraden 
Linien, welche in jedem dieser Fälle den Daten entsprechen, 
sind orthogonalsymmetrisch zu einander in Bezug auf die 
Bildebene und werden daher immer durch eine und dieselbe 
lineare Kreisreihe dargestellt. Wir wollen die Bestimmung 
durch einen Kreis und den Fusspunkt voraussetzen. 

Aus einer einfach unendlichen Beihe von Kreisen wird 
nun durch eine Bedingung ii)i Allgemeinen ein Kreis oder 
eine Gruppe von Kreisen ausgeschieden oder es entstehen 
bestimmte Probleme. Von denselben sind die folgenden 
durch die bisher entwickelten Mittel lösbar und sollen jetzt 
näber betrachtet werden: Construction von Kreisen in 
einer gegebenen linearen Reihe 1) aus dem gegebenen 
Mittelpunkte in der Centrale; 2) aus gegebenem Badius; 3) mit 
gegebener Tangente; 4) aus einer Geraden und dem cos. des 
Winkels ö, unter dem dieselbe geschnitten werden soll; 5) zu 
einem Punkte, den die Peripherie des Kreises enthalten und 
6) zu einem Kreise, den der gesuchte Ki:eis der linearen Beihe 
berühren soll. 

Ist Q' .der Nullkreis oder Ahnlichkeitspunkt und D der 
gegebene Kreis,- also C^Q' die Centrale und {G)Q' in Fig. 9, 
15 etc. die Umlegung der dargestellten Geraden mit ihrer 
Normalebene zur Tafel, so erhalten wir für die vorgelegten 
Aufgaben die nachfolgenden Constructionen. 

31, Im Falle 1) folgt aus dem Mittelpunkte P^ als 
Durchscäinittspunkt des in ihm auf der Centrale errichteten 
Perpendikels mit Q\C) der zugehörige Punkt (P) und der Kreis 
als der aus Pj durch (P) beschriebene (Fig. 9, Tafel I). Und 
wenn man in einem dem gegebenen Badius in 2) gleichen 
Abstände Parallelen zur Centrale zieht, so würden dieselben 
aus Q'{C) die beiden Punkte (P)^^^ und (P)<^) herausschnei- 
den, welche durch die von ihnen ausgehenden Perpendikel zur 
Centrale die Mittelpunkte und Badien der Kreise in 2) liefern. 

Soll 3) die Gerade s berührt werden, so bestimmen wir 
die Schnittpunkte der durch dieselbe gehenden und unter 45® 
35ur Tafel geneigten Ebenen mit der Geraden ^'(7 der lineare« 
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Reihe; denn ihre Bildkreise sind die gesuchten. Man con- 
struirt (Fig. 15, Tafel II) nun entweder diese Punkte in der 
ümlegung mit der zur Tafel normalen Ebene ^'C^C oder direct 
centralprojectiviseh die Mittelpunkte der gesuchten Kreise. 
Im ersten Falle verzeichnet man die Umlegungen der Schnitt- 
linien jener Normalebene Q'C^C mit den durch s gehenden 
45® Ebenen, indem man ihren gemeinsamen Durchstosspunkt 
S, den Schnitt von s mit Q'C^^ mit denjenigen beiden Punkten 
1 und 2 des Durchmessers C^ ((7) verbindet, die von G^ denselben 
Abstand haben wie die Gerade 5, weil diese die Umlegungen 
der Schnittpunkte jener 45® Ebenen mit der Normale GC^ 
sind. Diese Geraden treflfen Q'(C) in den Umlegungen der 
Punkte P^^) und P^^^ und man findet sofort die Mittelpunkte 
der zugehörigen Bildkreise durch die Perpendikel zur Cen- 
trale Q'G^ von ihnen, damit aber die Kreise selbst. 

Oder — was die Figur nicht giebt — man betrachtet Q' 
als Centralprojection der Schnittpunkte in den beiden vorbe- 
zeichneten Geraden, welche selbst durch die Schnittpunkte von 
Q'Gi mit s als gemeinsamen Durchstosspunkt und mit den zu s 
parallelen Tangenten des Distanzkreises, den Fluchtlinien der 
45® Ebenen durch 5, als respectiven Fluchtpunkten Q^\ Q^ 
dargestellt sind; man erhält als ihre Umlegungen also die 
durch Jenen Durchstosspunkt gehenden Parallelen Sl und S2 
zu den Geraden ((7) Q^, (C) Q^ und in den Schnitten mit (0) Q* 
die Umlegungen der Punkte P^^^ nnd P^*) wie vorher. 

32. Im zweiten Falle betrachtet man Q' als Bild der im 
Strahle ^'Oauf den beiden 45® Ebenen sq^ und 5^3' gelegenen 
Punkte und construirt die Fusspunkte der von ihnen zur Tafel 
gefällten Perpendikel direct; man zieht durch Q' eine Gerade, 
die man als Bild einer in sq^ resp. sq^ gelegenen Geraden 
durch den einen resp. den andern der gesuchten Punkte an- 
sehen kann; man verbindet ihren Fluchtpunkt Q^ oder Q^ 
mit C^ und zieht durch ihren Durchstosspunkt 8^^^^ die Par- 
allele zu derselben, die Spur der durch sie gehenden Nor- 
malebene zur Tafel, in deren Schnitt mit Q'G^ der fragliche 
Fusspunkt Pi^^) resp. P^^^ liegen wird. (Die punktirten Linien 
der Fig. 15 geben diese Construction.) Die Radien bestimmen 
sich durch die Endpunkte der zu Q'G^ senkrechten Durch-' 
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messer im Strahl (C)Q\ fis ist nicht schwer, diese Con-, 
structionen nach der Ahnlichkeitslehre der linearen Ereis- 
reihe planimetrisch zu interpretiren. 

Bei Aufgabe 4) wo eine Zahl als Cosinus des Winkels 
gegeben ist, den die gesuchten Kreise mit der Geraden 
$ bilden, ändert sich an den letztangegebenen Constructionen 
nichts Wesentliches; ist a der Winkel, dessen cotan. dem 
gegebenen cos. gleich ist, so sind die zu den Ebenen der be- 
züglichen durch s und den Modul cotan a bestimmten pla- 
naren Systeme gehörigen Fluchtlinien q^' und g/ anstatt die 
zu s parallelen Tangenten des Distanzkreises die zu s par- 
allelen Tangenten des Neigungskreises für a. In der ersten 
Form der Construction des ersten Falles erhält man aus dem 
Abstände des Hauptpunktes Gj^ von s als Kathete und dem 
Winkel a als anliegendem Winkel in der andern Kathete den 
in Ci(C) abzutragenden Abstand zur ümlegung der Schnitt- 
linien der Ebenen der planaren Systeme mit der Normal- 
ebene zur Tafel durch CQ\ Das Übrige bleibt ungeändert. 
1^ 33., Wenn verlangt wird, der Kreis der linearen Reihe 

solle 5) einen gegebenen Punkt enthalten oder 6)'einen 
gegebenen Kreis berühren, so folgt für die letzte Aufgabe, 
die als einen speciellen Fall die erste umfasst — nämlich als dem 
Radius Null des gegebenen Kreises entsprechend -— aus Art. 21, 
dass es sich um die Construction der Sclinittpunkte der durch 
die Kreisreihe repräsentirten geraden Linie mit den in Bezug 
zur Tafel mit einander symmetrischen gleichseitigen Rotations- 
kegeln handelt, welche über dem gegebenen Berührungskreise 
stehen, respective um die Angabe ihrer Bildkreise; in dem 
besondem Falle 5) also specieller um die der Schnittpunkte 
der Geraden mit dem zu sich selbst in Bezug auf die Bild- 
• ebene orthogonalsymmetrischen gleichseitigen Rotation,skegel, 
der den gegebenen Peripheriepunkt in der Tafel zur Spitze . 
hat. Man zieht daraus den Schluss, dass die Aufg. 5) zwei 
Losungen haben wird, wie die Aufgaben 2), 3) und 4), nur 
mit dem Unterschiede, dass dieselben auch imaginär sein 
können, weil eine Gerade einen Kegelmantel nicht nothwen- 
dig reell schneidet, während sie das mit einer Ebene stets 
thut; und femer, dass die Aufgabe 6) im Allgemeinen vier 
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Lösungen darbieten werde. Die Constructionen werden uns so- 
fort auch die Bedingungen der Realität dieser Losungen liefern. 

34. Sei im Falle 5) in Fig. 16 D der gegebene Kreis und 
Q' der Nullkreis der linearen Beihe oder der Fusspunkt ihrer 
Geraden, dazu üf der gegebene Punkt der Tafel, der Mittel- 
punkt des gleichseitigen Botationskegels, dessen Durchschnitts- 
punkte mit der Geraden C Q' die den gesuchten Bildkreisen 
entsprechenden Raumpunkte sind, so dass die von ihnen zur 
Tafel gefällten Perpendikel die Mittelpunkte von jenen lie- 
fern, so folgt aus der Erinnerung, dass D der Fluchtkreis 
dieses Kegels ist, sofort, dass die gerade Linie MQ' mit dem 
Durchstosspunkt in M und den Fluchtpunkten in ihren Schnitt- 
punkten öl', Q2 mit dem Distanzkreise D die beiden durch 
die gesuchten Raumpunkte gehenden Mantellinien dieses Ke- 
gels darstellt; zieht man also zu den Radien C^ Q^ und C^ Q^' 
durch M die Parallelen, so sind (Art. 20) ihre Schnittpunkte 
mit C^Q' die Mittelpunkte P^^^^ und P/^) der verlangten Kreise, 
die man durch M beschreibt (Fig. 16). Man sieht, dass beide 
Lösungen reell und verschieden sind, wenn die Gerade MQ' 
den Distanzkreis schneidet, dass sie in einen Kreis zusammen- 
fallen; wenn MQ' denselben berührt (sie berührt dann auch den 
gefundenen Kreis selbst in Jf), und dass sie nicht reell sind, 
wenn MQ' den Distanzkreis nicht trifft. Sie sind also stets 
reell für ^'im Innern des Distanzkreises; für Q' in der Peripherie 
desselben erscheint die Senkrechte durch M zu Q'G^ als die 
dem Q^ in Q' entsprechende eine Lösung. Man sieht auch, dass 
die Construction sich sofort aus der Ähnlichkeitslehre planime- 
trisch interpretiren lässt mit MQ' als Ahnlichkeitsstrahl, etc. 

36. Im Falle der Aufg. 6), wo ein Kreis M vom Mittel- 
punkte jlfi berührt werden soll, sind die beiden Ähnlich- 
keitspunkte der Kreise M und D die Centralprojectionen der- 
beiden Kegelspitzen, nämlich der äussere M' das Bild der 
Spitze, welche auf der Seite des Centrums liegt, und der 
innere M*' das Bild der auf der entgegengesetzten Seite der 
Tafel liegenden Spitze. 

Man erhält auf dem ersten Kegel die den Strahl GQ' 
schneidenden Kegelseiten projicirt in M' Q' mit den Flucht- 
punkten in Q^, Q2 im Distanzkreise und den Durchstosspunkten 
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als den in der direeten Ähnlichkeit ihnen entsprechenden 
Punkten S^^\ S^^^ des Spurkreises M; die durch sie gehenden 
Norxnalebenen zur Tafel haben die Radien C^ Qi\ C^ Q^ resp. 
zu Fluchtlinien und die zu diesen durch S^^\ S^^^ gezogenen Par- 
allelen (natürlich Radien vonM) zu ihren Spuren und die Schnitt- 
punkte der letzten mit der Centrale Q'C^ geben die Mittel- 
punkte Pi^^\ Pj^^^ der gesuchten Kreise. Ebenso für den sym- 
metrischen zweiten Kegel von der Spitze M*] der Strahl M*' Q' 
giebt die Bilder der Kegelseiten^ welche CQ' schneiden^ mit den 
Schnittpunkten Q*\ Q^*' im Distanzkreise als Fluchtpunkten 
und den in der inversen Ähnlichkeit entsprechenden Punkten 
S*^^\ S*^^^ als Durchstosspunkten. (Fig. 17; die Buchstaben 
S*W und ^2*' sind nicht eingetragen.) Die durch diese ge- 
zogenen parallelen Radien in M zu den Distanzkreisradi^n 
von jenen geben in Q'C^ das zweite Paar der Mittelpunkte 
Pi*^^> und Pi*(*\ Die gesuchten Kreise selbst sind die aus 
P/i), Pi<2), P*^'\ Pi*(») durch die Punkte S^'\ S(^\ 8*^'\ 8*^^) 
— wo sie den gegebenen berühren — beschriebenen Kreise ; 

# 

die Figur enthält; nur den ersten und den dritten von ihnen. 
Man sieht, die Lösungen sind alle vier reell, wenn sowohl 
Q' M' als Q'M*' den Distanzkreis schueiden, also z. B. stets, 
wenn Q' im Innern desselben liegt. 

Liegt Q' ausserhalb des Distanzkreises, so sind alle drei 
Hauptfälle möglich: Alle Lösungen reell; ein Paar reell, 
wenn nur einer'der Strahlen Q'M\ Q'M*' den Distanzkreis 
schneidet; keine reell, wenn keiner von beiden denselben trifft. 
Das Zusammenfallen von zwei Lösungen tritt ein, wenn eine 
der Geraden Q'M' oder Q'M*' den Distanzkreis (und somit 
auch M) berührt. Für Q' in der Peripherie des Distanz- 
kreises sind alle Lösungen reell, aber in jedem der beiden 
Paare derselben erscheint eine Gerade, als Bildkreis des un- 
endlich fernen Punktes, in dem die 45^ Linie CQ' ihre Par- 
allele unter den Mantellinien des Kegels M resp. M* schnei- 
det; es sind die beiden zu Q'C^ normalen unter den Tan- 
genten von M. 

36. Setzt man zwei lineare Kreisreihen als gegeben 
voraus, so treten weitere lösbare Probleme in die Betrach- 
tung ein, auf Grund der Beziehungen, in welchen zwei gerade 
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Linien von allgemeitier Lage im Räume ^ also nicht parallel 
und einander nicht schneidend, mit den Punkten und Ebenen des 
Raumes stehen. Durch jeden Punkt geht eine sie schneidende 
Gerade oder Transversale und in jeder Ebene liegt eine 
solche; man findet jene als die Schnittlinie der beiden Ebenen, 
welche den gegebenen Punkt mit den gegebenen Geraden 
einzeln verbinden und diese als die Verbindungslinie der bei- 
den Punkte, welche die gegebene Ebene aus den Geraden 
einzeln herausschneidet.. Majct löst also die Probleme über 
zwei gegebene lineare Kreisreihen: 1) Man soll diejenigen Kreise 
derselben bestimmen, die einen gegebenen Punkt der Tafel 
zum Ahnlichkeitspunkte haben; 2) die, welche mit einem ge- 
gebenen Kreise der Tafel einen gemeinsamen Ähnlichkeits- 
punkt haben; 3) diejenigen, welche einen gegebenen Modul 
haben und einem ebenen Systeme von gegebenem andern Mo- 
dul und einer Ähnlichkeitsaxe von vorgeschriebener Richtung 
angehören; 4) die, welche eine gegebene Gerade der Tafel 
unter vorgeschriebenem d. h. durch seinen cos. bestimmten 
Winkel schneiden, oder die einem ebenen Systeme von ge- 
gebenem Modul und gegebener Ähnlichkeitsaxe angehören 
(Art. 27); oder, was nur eine andere Form des vorigen, aber 
doch wohl erwähnenswerth ist, 5) die, welche mit drei be- 
liebigen Kreisen der Tafel eine gemeinsame Ähnlichkeitsaxe 
haben, etc. Wir wollen die vier ersten dieser Probleme be- 
• sprechen und bemerken zunächst, dass die Probleme 1) und 
2) die Transversale der beiden windschiefen Geraden durch 
einen Punkt, dagegen 4) und 5) ihre Transversale in einer 
Ebene betreffen, während das Problem 3) eine Übergangs- 
stelle einnimmt zwischen diesen beiden Grundfragen. 

37. Wir nehmen in allen Fällen an, dass die linearen 
Reihen durch einen Kreis von endlichem Radius und den 
Nullkreis oder Fusspunkt gegeben seien; sodann dass die 
eine derselben projicirend und der ihr zugehörige Kreis von 
endlichem Radius der Distanzkreis sei. Wir dürfen ferner 
voraussetzen, dass die zweite Reihe durch den ihr angehörigen 
Kreis R^ von gleichem Radius und Sinn mit dem Distanz- 
kreise vertreten werde. Denn aus dem Fusspunkte Q' und 
dem Kreise P vom Mittelpunkte P^ construirt man nach Art. 
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31. 2) den Kreis vom Radius und Sinn des Distanzkreises in der 
Reihe. Sei für das Problem 1) Q' in Fig. 18 der Pusspunkt der 
ersten Reihe, D ihr bestimmender Kreis; S^^^ der Pusspunkb der 
zweiten und B. vom Mittelpunkt jR^^*) ihr bestimmender Kreis; 
endlich Jf der gegebene Ahnlichkeitspunkt in der Tafel. Die 
vierte Ecke des Parallelogramms S^^^R^^^W^Qi ist der Flucht- 
punkt der geraden Linie der zweiten Reihe; die Ebene durch 
M und die Gerade CQ' ist in MQ' als Spur- und Fluchtlinie, 
die durch Jf nach S^^^^') oder B^'^Q^' in MS^^^ als Spur und 
der Parallelen durch ^/ als Fluchtlinie bestimmt; man erhält 
also als Durchschnittslinie beider MQ^, das Bild der Trans- 
versale, und in seinen Schnitten 0' mit S^^^Q^' und P' in Q' mit 
dem projicirenden Strahl, die Centralprojectionen der Punkte, 
in denen sie die Geraden der gegebenen Reihen schneidet; 
femer in d^r vierten Ecke des Parallelogramms MQ^C^Ri^^ 
den Mittelpunkt ü/^^ desjenigen unter ihren Bildkreisen, der 
nach Grösse und Sinn mit dem Distanzkreise übereinstimmt; 
endlich im Durchschnitt von Jfüj^^) mit C^Q' oder C^P 
resp. G^O' die Mittelpunkte P^ resp. 0^ der Bildkreise jener 
Schnittpunkte, d. h. der Kreise der gegebenen Reihen, die das 
Problem fordert. Demgemäss muss der Schnittpunkt 0^ auch in 
ä(i)jBj(i) liegen. Die Bildkreise der Punkte und P selbst wer- 
den nun aus ihren Mittelpunkten nach Art. 31.1) verzeichnet. 
38, Wenn an Stelle des Punktes ilf ein Kreis M vom 
Mittelpunkte ilif^^itt (Aufg. 2), so sind die Transversalen 
zu den Geraden der gegebenen Reihen aus dem Punkte M 
resp. Jüf* zu construiren, welchen M abbildet, wofür man 
weiss, dass die Bilder dieser Punkte der äussere und der 
innere Ahnlichkeitspunkt M und M* resp. zwischen den 
Kreisen M und D sind. Unmittelbar sind nun in Fig. 19 
M'Q' und M*'Q' resp. die Bilder der Transversalen, ihre 
Schnittpunkte 0' und 0*' in Q' die Bilder ihrer Schnitt- 
punkte in CQ\ und P und P*' in S^»)^/, dem Bilde der 
Geraden der zweiten Reihe. Verbindet man dann C^ mit P' 
und P*' resp., so sind die Schnittpunkte dieser Geraden mit 
S^^^ Pj^(^) die Centra P^ und Pj* der Kreise der zweiten 
Reihe, die den verlangten beiden Paaren angehören. Die ge- 
raden Verbindungslinien mit Mi geben nun in C^^' die Mittel- 
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punkte Oj und 0^* der entsprechenden Kreise der ersten Reihe-, 
aus den Mittelpunkten aber erhält man diese selbst wieder 
nach Art. 31, 1). Natürlich kann diese Bestimmung der Kreis- 
radien aus den Kreisen D und R^^^ ebensowohl als aus dem 
Kreise M geschehen. (In der Figur ist der Kreis 0^* als sehr 
klein nicht gezeichnet.) Die Fluchtpunkte und Durchstoss- 
punkte der gefundenen Transversalen sind leicht zu bestim- 
men, aber wie man sieht, für die Lösung entbehrlich, inso- 
fern man nur die Bestimmung der Kreispaare der linearen 
Reihen selbst verlangt; die Durchstosspunkte sind die ge- 
meinsamen Ahnlichkeitspunkte der Kreise O, F, M und O , 
P* M resp. (Die Figur enthält beide, S* und S.) Offenbar 
sind die Lösungen auch dieses Problems stets reell, ebenso 
wie die eine Lösung des vorigen. 

39. Die Kreise der linearen Reihen CQ' und S^^^Q^ oder 
S^^'^Ri^^\ welche einen gegebenen Modul cotan ß haben und 
einem ebenen Systeme von gegebenem andern Modul cotan a und 
gegebener Richtung der Ahnlichkeitsaxe angehören (Aufg. 3), 
entsprechen als Bildkreise den Paaren von Punkten , in denen 
die Geraden der linearen Reihen von denjenigen Transversalen 
geschnitten werden, welche die dem vorgeschriebenen Modul 
entsprechende Tafelneigung ß besitzen und ihre Fluchtpunkte 
also in dem Neigungskreise von ß haben, zugleich aber auch 
in den Tangenten von der vorgeschriebenen Richtung an den 
Neigungskreis für a. Man sieht sofort, dass a>/3 und folg- 
lich von den beiden Moduln der des ebenen Systems der 
kleinere sein muss, wenn reelle Lösungen existiren sollen. 
Dann^wird der Neigungskreis ß von jeder der Tangenten des 
Neigungskreises a, die die vorgeschriebene Richtung haben 
(Fig. 20), in zwei Punkten geschnitten, deren jeder, wie z. B. 
^2', eine reelle Lösung liefert. Denn er ist der Flucht- 
punkt einer Transversale zu CQ' und zu S^^^Qi^^\ welche in- 
seiner Verbindungslinie mit Q' projicirt ist, in der Parallelen 
zu Qi Q2 durch S^^^ ihren Durchstosspunkt S^^^ hat und 
deren Schnittpunkte 0, P mit den Geraden der linearen Reihen 
CQ' und 8^^^ Q^ resp. in Q' und dem Schnitt P' derselben mit 
S^^^Qi projicirt sind; man erhält sofort Pj im Schnitt von 
(7iP' mit Ä(i)i?/»), der durch Ä(») gehenden Parallelen zu Q^'C,, 
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und Ol in der Geraden P^S^^^ und auf C^O', wobei zu bemer- 
ken, dass die Gferade P^S^^^ zu Cj^s' parallel sein muss, weil 
beide Spur- und Fluchtlinie der durch die Transversale gehen- 
den Norraalebene zur Tafel sind. Solcher Lösungen erhält 
man vier, so lange a>ß und nicht 90° ist; in diesem Falle 
fallen sie paarweise .zusammen, weil der Nullkreis (7^ nur 
eine Tangente von der vorgeschriebenen Richtung hat. Für 
a < j8 ist die Lösung nicht reell möglich. 

40. Das Problem 4): Bestimmung der Paare in zwei 
linearen Kreisreihen, die eine gegebene Gerade s unter 
vorgeschriebenem Winkel 6, d. h. unter einem Winkel von 
gegebenem cosinus c, schneiden, fordert die Construction 
der Bildkreise der Punkte, in welchen die durch s gehenden 
Ebenen von der Tafelneigung a mit cotan a = cos 6 = c die 
Geraden der linearen Reihen schneiden. Man bestimmt also 
den Neigungskreis für a und hat in seinen zu s parallelen 
Tangenten (Fig. 21, Tafel III) die resp. Fluchtlinien q' und 
q*' dieser Ebenen; um ihre Schnittpunkte mit der Geraden 
S^^^Qi zu erhalten, legt man durch diese eine Hilfsebene (in 
der Figur die Ebene von der Fluchtlinie Q^H*') und erhält 
die Bilder der Schnittpunkte P' und P*' in ihren resp. Schnitt- 
linien mit sq\ sq*' auf S^^^Qi', Dagegen fallen 0' und 0*' 
mit Q' zusammen. Man erhält nun (Fig. 21) in der durch 
S^^^ zu C, Qi gezogenen Parallelen /S^^^i?/^) mittelst der Strahlen 
CjP' und 0,P*' die Mittelpunkte P, und P^* der Kreise der 
Reihe S^^^Qi und daraus ihre Radien nach Art. 31, 1), ferner 
in Q'P' und Q'P*' die Bilder der beiden Transversalen, in s 
und q' resp. in s und g*' ihre Durchstoss- und Fluchtpunkte 
Ä(') und /S*^') und Q/ j Qt*\ aus diesen die Centralen der zuge- 
hörigen Bildkreisreihen und in den Schnitten derselben mit 
dem Strahl 0^^' die Mittelpunkte 0^ und 0^* der zugehö- 
rigen Kreise der Reihe CQ\ Bei Forderung des rechtwink- 
ligen Schnittes fallen g' und g*' in dem zu s parallelen 
Durchmesser des Distanzkreises zusammen, die Normalebene 
zur Tafel ist zu sich selbst symmetrisch. 

41, Während zwei gerade Linien von allgemeiner Lage 

zweifach unendlich viele Transversalen haben, aus denen 

durch die Bedingungen der vorigen Aufgaben je eine Gruppe 

3* 
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ausgeschieden wurde, haben drei zu einander windschiefe 
Gerade deren nur einfach unendlich viele; nämlich in 
jeder Ebene durch eine der Geraden und aus jedem Punkte 
in einer der Geraden eine, die entsprechende Transversale 
der beiden anderen. Die Schnittpunkte, welche jede dieser 
Transversalen mit den drei gegebenen Geraden bildet, wer- 
den durch drei Kreise der bezüglichen linearen Reihen 
dargestellt, welche im Durchstosspunkte der Transver- 
sale einen gemeinschaftlichen Ahnlichkeitspunkt 
haben. Die Gesammtheit der Transversalen bildet eine krumme 
Fläche, die Gesammtheit ihrer Durchstosspunkte die Spur- 
curve derselben in der Tafel, die ihrer Fluchtpunkte Q' 
ihre F I ucht curve, die ihrer R^ die Orthogonalprojection ihres 
Querschnittes mit der Verschwindungsebene auf die Tafel. 
Will man unter diesen einfach unendlich vielen Transversalen 
oder unter den Tripeln der Bildkreise ihrer Schnittpunkte mit 
den gegebenen Geraden einzelne ausscheiden, so kann man 
vorschreiben, dass einer der in ihnen enthaltenen Kreise der 
gegebenen Eeihen einen gegebenen Radius hat, oder dass 
der Mittelpunkt des einen in einer gegebenen Geraden der 
Tafel liege, oder dass einer derselben eine gegebene Gerade 
der Tafel unter vorgeschriebenem Winkel schneide, u. dgl. 
Man erhält durch die erste Bedingung zwei zur Tafel par- 
allele Ebenen, durch die zweite eine zur Tafel normale Ebene, 
in jenen sechs, in dieser drei Punkte der drei Geraden und 
durch jeden von diesen die Transversale der jedesmaligen ande- 
ren Geraden ; die dritte Bedingung endlich giebt zwei zur Tafel 
symmetrische Ebenen durch die Gerade und in jeder derselben 
wieder drei Punkte, also sechs Lösungen wie bei der ersten. 
42. Wir wollen diese nach dem Vorigen sehr leicht 
lösbaren Probleme nicht näher erörtern, aber der Regel- 
fläche eine kurze Betrachtung widmen, welche von der 
Gesammtheit der Transversalen der drei Geraden 
gebildet wird. Wir erhalten sehr einfach ihre Spur und 
ihre Fluchtlinie, wenn wir wie vorher annehmen, dass 
eine der drei Reihen den Distanzkreis enthält oder dass ihre 
Gerade projicirend ist. Seien also in Fig. 22 CQ' ((7 ist das Auge 
des Beschauers, so dass der Distanzkreis unbestimmt bleiben 
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kann), S('^ Q^ und S^^)Q^ die drei Geraden oder Q', S^'\ S^'^ die 
Ähnlichkeitspunkte, und C, Q\ S^'^B,^') und S(2)i?^(2) die Centra- 
len der linearen Kreisreihen. (Die Einklammerung dej oberen In- 
diees ist in der Figur weggelassen, wie auch später.) Die sämmt- 
lichen Transversalen sind dann m den Strahlen aus Q' projicirt 
und man bestimmt ihre Durchstosspunkte und Fluchtpunkte aus 
der Bedingung, dass jede sowohl die Gerade S^^^Qi als auch die 
die S^^^Q^ schneiden muss. Für einen Strahl t' seien P^^^ und 
p(2)' Bilder der fraglichen Schnitte; man ziehe P^^^'Q^' als 
Parallele durch den ersten zur zweiten Geraden und bestimme 
in der Parallelen durch S^^^ zu Q^ Qi ihren Durchstosspunkt 
S'*f'^seine Verbindungslinie mit S^^^ ist die Spur der Ebene 
P^^\ S^^^Q^ und enthält den Durchstosspunkt Ä^ von ^'; die 
zu ihr durch Q^ gezogene Parallele giebt ihren Fluchtpunkt 
Q/. Wir können diese Construction auch als die Construc- 
tion des Schnittpunktes P^^^ der Geraden S^^^Q^ mit der 
durch S^^^ Q2 gelegten Ebene von der Fluchtlinie Q2 Qt inter- 
pretiren. Die durch S^^^Q^' zu S^^^Q^ parallele Ebene hat 
als Hilfsebene dafür gedient. Dann ist Q' P^^y das Bild der 
Transversale und sein Schnitt mit S^^^Q2 das Bild P^^)'. 

43. Man sieht nun bei Betrachtung der Gesetze dieser 
Construction, dass die Punkte Q\ S^^^ und die Gerade durch 
S^^^ parallel zu Q^ Q^ und Q^S^^"^ fest sind und dass die 
Veränderung der übrigen Elemente wie folgt beschrieben wer- 
den kann. Drehen wir das Bild der Transversale um Q\ 
so durchläuft P^^^ die Gerade S^^^Q^, der Verbindungsstrahl 
desselben mit Q^ dreht sich um diesen Punkt und sein 
Schnittpunkt S*^^^ mit der durch S^^^ zu Qi Q2 gezogenen 
Parallele liefert mit S^^^ verbunden einen sicB um S^^^ drehen- 
den Strahl, der in dem Bilde der Transversale den Durchstoss- 
punkt und dessen Parallelstrahl durch Q^ in demselben stets 
den Fluchtpunkt markirt. Die Verfolgung dieser Bewegungen 
lehrt, dass die Spurcurve durch die Punkte ^', S^^\ S^^\ den 
Schnitt von S^^^Q^ mit S^^^Q^ und den Schnitt von Q'Q^' mit 
der durch S^^^ gehenden Parallelen zu S^^^S*^^^ oder ^/ Q^ gehen 
muss. Analog für die Fluchtcurve. Sie geht durch Q^\ Q^ und 
den Schnitt von S^^)Q' mit der Parallelen aus Q^ zu Ä(^)/S<2). ^er 
erste und der vierte der bei der Spur erwähnten Punkte ge- 
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hören auch ihr an^ so dass die durch sie bestimmten projici- 
renden Geraden auf der Fläche liegen. Nach der in Art. 6 ein- 
geführten Terminologie sagen wir, dass das Büschel der Trans- 
versalenbilder, das Büschel aus Q2 über den Bildern der Schnitt- 
punkte P^^\ und das Büschel der Spuren aus iS'(^) nach S*^^^ 
der Reihe nach perspectivisch mit einander sind, dass somit 
das Büschel der Transversalenbilder und das Büschel der Spuren 
gf(2)^*(2) 2u einander projectivisch sind; dass ebenso das Bü- 
schel der Fluchtlinien Q^ Q/ als dem letzten parallel und also 
gleichwinklig mit ihm zu demselben Büschel der Transversalen- 
bilder perspectivisch ist; dass also die Curve der Durchstoss- 
punkte oder die Spur der entstehenden Fläche und ebenso 
die Curve der Fluchtpunkte oder die Fluchtlinie derselben 
als der Ort der Durchschnittspunkte entsprechender 
Strahlen von zwei projectivischen Strahlbüscheln 
entstehen; und zwar so, dass das eine der mitwirkenden 
Strahlbüschel in beiden Fällen dasselbe ist, während die bei- 
den anderen zu einander parallel sind. Die Construction 
der beiden projectivischen Büschel um Q' und S^^^ 
ist durch Vermittelung eines dritten Büschels (um 
Q2) geschehen, das mit beiden zugleich perspectivisch 
ist, nämlich mit dem ersten für die perspectivische Axe 
5<i)Ö/, mit dem letzten für die Axe 5(^)5* (2). Sollte man 
endlich auch die Curve der jBi für die Transversalen zeich- 
nen, so findet man leicht durch Verfolgung der Construction 
mit den B der gegebenen Geraden — C ist das R für CQ' 
— die analoge Entstehung auch dieser Curve und wiederum 
eine Gruppe von fünf Punkten derselben. 

44, Die nulimehr durch ihre Spur und Fluchtcurve dar- 
gestellte Regelfläche wird als einfaches Hyperboloid oder 
auch Hyperboloid mit einem Mantel bezeichnet, eine 
der Flächen zweiten Grades; die geraden Linien auf ihr, 
durch welche wir sie dargestellt haben, sind die Verbindungs- 
linien der Punkte, welche die sich um S^^^ Q^ drehende Ebene 
auf den beiden ersten Geraden bestimmt. Wir können leicht 
zeigen, dass das Doppel verhältniss von beliebigen vier Lagen 
dieser Ebene mit dem Doppelverhältniss der Schnittpunkte 
in der ersten und der zweiten Geraden übereinstimmt, oder 
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dass die Reihen dieser Punkte zu einander projectivisch sind und 
dass somit die Fläche durch die Verbindungslinien der 
entsprechenden Punkte in projectivischen Reihen auf 
zwei zu einander windschiefen Geraden entsteht. Denn 
wir verstehen unter dem Doppelverhältniss von vier Ebenen 
durch eine Gerade das Doppelverhältniss der vier Strahlen, 
welche eine Normalebene zu dieser aus ihnen herausschneidet, 
und wenn wir durch die vier Punkte AB CD einer Geraden g 
die sich in h schneidenden Ebenen A^BiO^D^ gelegt denken und 
sie durch eine Normalebene N zu h und eine beliebige Ebene 
E durch g schneiden, so müssen die derselben Ebene des 
Büschels angehörigen Strahlen ajE, . . . und au, . . . der her- 
ausgeschnittenen Büschel sich in der Durchschnittslinie der 
Ebenen E und N begegnen, in den vier Punkten Ä, J5', (7, 1/ 
derselben nämlich, die in A, B, C, D resp. liegen. Es sind also 
die Reihe Ay B, C, D und die Reihe A\ B\ C\ D' perspec- 
tivisch zu einander und das Doppelverhältniss der zweiten 
ist dem des Strahlbüschels der Un, h^f», oder dem der Ebenen 
A, B, . . selbst gleich. In unserer Constructionsfigur kommt 
jedoch, weil die eine der projectivischen Reihen projicirend 
ist und daher als ein Punkt erscheint, diese Relation nicht 
vollständig zur Erscheinung; nur das Bild der Reihe der P^^) 
ist selbst eine Reihe. Läge das Centrum nicht in der ersten 
Geraden, so würde auch das Bild der Reihe der P als Reihe er- 
scheinen und da die Doppelverhältnisse durch Centralprojection 
nicht geändert werden, so wären die Bildreihen gleich- 
falls projectivisch zu einander und die Bilder der 
Transversalen die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte von zwei projectivischen Reihen. Es ist zu be- 
merken, dass diese Entstehung unserer Regelfläche auch zur 
Construction ihrer Schnittpunkte mit einer Geraden führt, so 
dass sich daran die Lösung der Aufgaben anschliesst: In vier 
gegebenen linearen Kreisreihen die Quadrupel von 
Kreisen zu ermitteln, welche einen gemeinsamen 
Ähnlichkeitspunkt besitzen; in drei linearen Reihen 
solche Tripel von Kreisen zu bestimmen, die ihren Ähnlich- 
keitspunkt in einer gegebenen Geraden haben; etc. 

45. Die so erhaltenen Curven sind Kegelschnitte 



40 I- I^ic Bildkreise der Punkte, ihre linearen Reihen etc. 45. 

d. h. ebene Querschnitte von Kegeln mit kreisförmiger Leit- 
curve oder Centralprojectionen von Kreisen, weil die 
aus der Construction erkannten Eigenschaften derselben nichts 
anderes sind^ als die Übertragungen der beiden fundamentalen 
Eigenschaften des Kreises rücksichtlich seiner Punkte und 
rücksichtlich seiner Tangenten in die Centralprojectionen des- 
selben. Sind nämlich in einem Kreise vom Mittelpunkte M 
(Fig. 23) zwei Punkte T^ und T^ und ihre Tangenten T^ T 
und T^T fest gehalten und denkt man zwei Punkte J., B 
desselben Kreises mit ihren Tangenten als Lagen eines be- 
weglichen Punktes und seiner Tangente, um sie immer mit 
jenen durch gerade Linien T^A, T^B und T^A^T^B zu ver- 
binden, und um ihre Tangenten mit jenen festen zu schneiden 
in A^, B^ und in -42,^2? ^o hat man wegen der Rechtwinklig- 
keit der Geraden T^A und MA^, T^B und MB^, T^A und 
MA^^ T^B und MB^ und nach dem Satze von Centriwinkel 
und Peripheriewinkel über demselben Bogen 

^ LÄMB = LÄT.B = LÄT^B = LA,MB, = L A^MB^. 

Fügt man eine dritte Lage der beweglichen Tangente €^€2 
mit dem Berührungspunkte C und eine vierte X^Xg mit dem 
Berührungspunkte X hinzu, so sind in den Büscheln von 
den Scheiteln T| und T^ nach den vier Berührungspunkten 
ABCX die entsprechenden WinkeU.l\ (7,^.^2 C', etc. einander 
gleich; ebenso in den Büscheln von M über den Schnitten 
der beweglichen Tangente mit der Tangente in T^ und mit 
der in T^, z. B. A^MC^ = A^MC^^ und zwar sind die letzt- 
erwähnten Winkel von derselben Grösse wie die entsprechen- 
den unter den zuerst er\7ähnten. Man hat also auch für 
aj)^c^x^ als die Strahlen von 7\ nach ABCX resp. und 
für a^h^c^x^i als die Strahlen von T^ nach denselben Punkten 
immer in Folge der Gleichheit der einzelnen an correspon- 

dirender Stelle stehenden Sinus 

sin (tti Cj) ^ sin (a, x^) sin ( Og, Cg) ^ sin (a^, x^) 

sin (61 cj ' sin {b^x^) sin (ft^» c^) * sin {p^ , x^) 

und diese femer gleich mit 

weil die den vorigen gleichen Büschel aus üf über -^^jB^CiXi 
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und ^2 -^2 ^2 ^2 ^^^P- ^^^^ ^^^ fundamentalen Entwick^lung 
Yon Art. 6 gleiches Doppelyerbältniss mit diesen Reihen selbst 
haben. Und da in demselben Art. 6 die ünveränderlichkeit 
des Doppelverhältnisses von vier Punkten in einer Geraden 
lind von vier Strahlen aus einem Punkte unter Anwendung der 
eingeführten Terminologie bewiesen worden ist, so schliessen 
wir, dass in allen Kreisprojectionen oder Kegelschnitten die 
Büschel projectivisch sind, die irgend welche feste Punkte 
der Curve mit beliebigen zwei Punkten der Curve verbinden, 
oder dass ein Kegelschnitt als Ort der Schnittpunkte ent- 
sprechender Strahlen in zwei projectivischen Bü- 
scheln anzusehen ist. Wir schliessen ferner, dass irgend- 
welche feste Tangenten der Curve mit beliebigen zwei Tan- 
genten derselben projectivische Punktreihen hervorbringen 
oder dass der Kegelschnitt als Enveloppe der Verbin- 
dungslinien entsprechender Punkte in zwei projec- 
tivischen Reihen angesehen werden kann. Wir bemerken, 
dass dabei die Yerbindungsgerade eines Punktes mit sich selbst 
die zugehörige Tangente des Kegelschnittes und der Schnitt- 
punkt einer Tangente mit sich selbst der zugehörige Berüh- 
rungspunkt desselben ist. Wir sagen endlich, dass im 
Kegelschnitt die Reihe seiner Punkte projectivisch 
ist zur Schaar der zugehörigen Tangenten — in Ab- 
kürzung der Aussage, dass die über jenen aus anderen Punk- 
ten des Kegelschnittes gebildeten Büschel projectivisch sind 
zu den von diesen in den zugehörigen Tangenten gebildeten 
Reihen. 

46, Wir haben damit die Constructionen der Curven der 
Ari42, 43,44alsdieGonstructionen von Kegelschnitten 
aus projectivischen Gebilden erkannt, und nach der Trag- 
weite der Entwickelungen in Art. 6 und ihrer Verbindung mit 
den Constructionen in Art. 42 als Construction der Transver- 
salen zu drei Geraden mittelst der Darstellung auf irgend eine 
Tafelebene und von irgend einem Centrum aus sehen wir, 
dass der Querschnitt der Transversalenfläche mit einer belie- 
bigen Ebene des Raumes ein Kegelschnitt sein wird; sodass 
man sie als eine Fläche zweiten Grades bezeichnet, weil 
alle ihre ebenen Querschnitte Curven zweiten Grades, nämlich 



42 I- Die Bildkreise der Punkte, ihre linearen Reihen etc. 47. 

Kegelschnitte sind. Man kann demnach auch die Gesammt- 
heit der linearen Kreisseihen, welche aus drei gegebenen so 
abgeleitet werden, als ein System zweiten Grades von 
linearen Kreisreihen zusammenfassen. Die Bilder der 
Transversalen umhüllen, wie wir sahen, einen Kegelschnitt, 
der in dem besonderen Falle der Construction in Fig. 22 durch 
die Annahme der ersten Geraden als projicirend in den Punkt 
q' und den Durchschnitt der Geraden 5^^/ und /S<2)Ö/ 
übergegangen ist. Man sieht leicht, dass in der entwickelten 
Entstehung der Kegelschnitte aus projectivischen Reihen dieser 
besondere Fall wirklich enthalten ist: Er entspricht ihrer per- 
spectivischenLage, das perspectivische Gentrum ist umhüllt 
von den Verbindungsstrahlen aller nicht vereinigten entspre- 
chenden* Punktepaare, der sich selbst entsprechende Schnitt- 
punkt der Reihen liefert alle durch ihn gehende Geraden 
gleichfalls als solche Verbindungsstrahlen. Der ümhüUungs- 
kegelschnitt der Bilder der Mantellinien ist das, was man in 
der darstellenden Geometrie den Umriss der Fläche nennt; 
jene Bilder sind die Spuren von Tangentialebenen, welche 
vom Centrum an die Fläche gehen. Wenn das Centrum auf 
der Fläche liegt, so gehen durch dasselbe zwei Mantellinien 
— in unserem Falle CQ' und die Transversale mit dem Fuss- 
punkte im Schnitt von ^gS^^^ mit Q^'S^^^ — und alle Tan- 
gentialebenen aus C gehen durch die eine oder die andere 
von diesen, die Tangentialebene in C selbst durch beide zu- 
gleich. Die Querschnitte der Tangentialebenen mit der Fläche 
bestehen aus je zwei geraden Linien und wir bemerken, dass 
in der That diese als Specialform eines Kegelschnittes in der 
Entstehung desselben aus projectivischen Büscheln enthalten 
ist — nämlich der perspecti vischen Lage derselben entspre- 
chend, da dann der gemeinsame Strahl als sich selbst ent- 
sprechend den einen Theil des Ortes und die perspectivische 
Axe, d. h. die Gerade der Reihe, über welcher beide Büschel 
stehen, den anderen Theil desselben bildet. Die Spurcurve 
würde ein solches Linienpaar, wenn eine der gegebenen li- 
nearen Kreisreihen aus lauter Nullkreisen bestände. 

47. In Aufg. 5 des Art. 36 ist von Kreisen die Rede, 
die mit drei Kreisen der Bildebene eine gemeinsame Ahn- 
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lichkeitsaxe haben oder zu demselben planaren System ge- 
hören. Es ist also an der Zeit^ zu erörtern, dass in der 
That drei Kreise der Bildebene vier verschiedene pla- 
nare Systeme bestimmen und den Zusammenhang dieser 
Systeme zu erklären. 

Drei Kreise M^, Mg, Mg der Tafel mit den Mittelpunkten 
Mxf M^y jJfg sind die Bildkreise von drei Paaren in Bezug 
zur Tafel orthogonalsymmetrischer Punkte 1, 1*; 2,2* und 
3, 3* — wir denken 1, 2, 3 auf der einen und 1* 2*, 3* auf 
der anderen Seite der Tafel gelegen; jedes Paar bestimmt 
mit den beiden anderen Paaren zwei zur Tafel rechtwinklige 
Ebenen 11*22% 11*33*, etc.; drei Punkte aus allen Paaren 
bestimmen eine Ebene, die keinen vierten Punkt der Gruppe 
enthält und solcher Ebenen ergeben sich vier zu einander 
in Bezug auf die Tafel symmetrische Paare, nämlich 123, 
1*2*3*; 123*, 1*2*3; 12*3, 1*23* und 1*23, 12*3* welche 
also auch in Paaren gemeinsame Spuren und gleichen Modul 
besitzen. Die Spur des ersten Paares Sq (Fig. 24) muss die 
drei äusseren Ahnlichkeitspunkte der Kreise M^, Mg, Mg, wir 
wollen schreiben A^ fftr den von Mg, Mg etc., also -4^, A^, A^ 
enthalten; die des zweiten Paares 5g verbindet den äusseren 
Ahnlichkeitspunkt von TA^ und Mg mit den inneren Ähnlich- 
keitspunkten von M^, Mg und von Mg, Mg, oder die Punkte 
A^, Jg; ^i'i ^i® ^^^ dritten ist ebenso die Verbindungslinie 
von J^, A^, «Zg, also zu bezeichnen mit Sg, und die des vierten 
die von A^^ J^, J^ und heisst also s^. Die sechs Ähnlich- 
keitspunkte von drei Kreisen liegen also viermal zu 
dreien in einer Geraden oder drei Kreise haben vier 
Ähnlichkeitsaxen. 

Betrachtet man die zugehörigen Dreiecke im Räume, z. B. 
123, 1*2*3*, so erkennt man als ihre charakteristische Dop- 
peleigenschaft, dass ihre Ecken in Paaren auf drei Geraden 
aus einem (unendlich fernen) Punkte liegen, während die ent- 
sprechenden Seiten sich in drei Punkten einer geraden Linie 
schneiden. Man sieht aber sofort, dass der Satz auch gilt, 
wenn die drei Verbindungslinien der Eckenpaare sich über- 
haupt in einem Punkte schneiden. Wenn zwei Dreiecke 
123, 1*2*3* so liegen, dass die geraden Verbindungs- 
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linien ihrer entsprechenden Ecken durch einen Punkt 
gehen, so schneiden sich die entsprechenden Seiten 
derselben in drei Punkten einer Geraden. Denn sie 
sind zwei ebene Querschnitte derselben dreiseitigen Pyramide 
und die bezeichnete Gerade ist die Schnittlinie ihrer Ebenen. 
Wenn aber diese Ebenen zusammenfallen, so behält der Satz 
seine Geltung durch Reduction auf den allgemeinen Fall. Zwei 
solche Dreiecke bestimmen eine centrische Oollineation ebener 
Systeme (Art. 11). 

48. Aber ferner sind die Geraden M^J^, M^J^, ^^Js 
(Fig. 24) die orthogonalen Projectionen der Schnittlinien von 
jedesmal zwei Ebenenpaaren, nämlich die erste von 12*3, 
123* und 1*23*, 1*2*3 oder kürzer von 2*, 3*, 2, 3; die 
zweite in gleicher Weise von 3*, 1*, 3, 1 und die dritte von 
1*, 2*, 1, 2; sie schneiden sich daher in einem Punkte S^q^ 
dem Fusspunkte der zur Tafel normalen Geraden von Sq 
nach Sq*, wenn der erste Sq der Schnittpunkt der Ebenen 
3* 1*, 2* und der zweite Sq* der der Ebenen 3, 1, 2 ist. 
Man beweist in ganz analoger Art, dass J^f^ Jj, JfgJ-g, M^Ä^ 
sich in einem Punkte S^^, ferner dass M^A^, M^J^, M^A^ 
sich in einem Punkte S-^^ ^^^ ^^^s M^A^j M^A^j -M3J3 sich 
in einem Punkte S^g durchschneiden. Wir sagen: Die Ver- 
bindungslinien der Mittelpunkte mit den Ahnlicli- 
keitspunkten der jeweiligen beiden anderen Kreise 
schneiden sich viermal zu drei in einem Punkte oder 
sind die sechs Seiten eines vollständigen Vierecks. 
Die Figur lehrt (Art. 8), dass je zwei dieser Punkte mit dem 
Mittelpunkte und dem Ahnlichkeitspunkte ihrer Verbindungs- 
linie eine harmonische Gruppe bilden; wir sagen kurz: Die 
Ahnlichkeitsaxen sind die Harmonikaien der Punkte 
S in Bezug auf das Dreieck der Kreis-Centra. Man 
bemerkt leicht die Gruppirung aller hervorgehobenen Punkte 
und Linien der Tafel zu Paaren perspectivischer Dreiecke mit 
ihren Axen und Perspectiv-Centren. 

Auch erkennt man nun, dass die acht Punkte 5,-, Si* 
(i = 0, 1, 2, 3) im Räume als einfache Schnittpunkte, zusam- 
men mit den sechs Ahnlichkeitsp unkten als vierfachen und den 
sechs gegebenen Punkten als ebenfalls vierfachen Schnitt- 
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punkten die Gesammtzahl der 56 Schnittpunkte der acht 
vorhandenen Ebenen erfüllen, sodass weitere Sätze über dieses 
System und in diesem Sinne nicht zu erwarten sind. 

Wenn insbesondere die sechs Punkte des Raumes in einer 
Ebene oder die Mittelpunkte der gegebenen Kreise in einer 
Geraden liegen, so haben wir einen Ausnahmefall: Die Kreise 
aus den Pimkten dieser Geraden gehören alle dem Systeme 
an und schneiden dieselbe wegen cotan a = = cos ö recht- 
winklig. Wir erörtern nicht die Frage: Welches ist die Re- 
lation der Moduln der vier planaren Kreissysteme im allge- 
gemeinen Fall? 

49. Wenn unter den drei Kreisen zwei von gleichen 
Radien sind, so liegt ihr äusserer Ahnlichkeitspunkt unend- 
lich fern und der^ innere halbirt ihre Centrale; sind alle drei 

von gleichen Radien, so liegen alle drei äusseren Ahnlich- 

•* • 

keitspunkte und somit die Ahnlichkeitsaxe Sq oder der den drei 
Kreisen gemeinsame äussere Ahnlichkeitsstrahl unendlich weit, 
während die übrigen die Mittelpunkte der Centralen verbinden 
und somit ein zum Mittelpunktsdreieck der Kreise ähnliches 

und ähnlich gelegenes Dreieck von ein Viertel-Grösse mit 

•* 

SiQ als Ahulichkeitscentrum bilden, die übrigen Punkte Sn 
dagegen ein solches von vierfacher Grösse, etc. 

Wenn zwei der drei Kreise einander berühr-en, so ist 
der Berührungspunkt derselben einer ihrer Ahnlichkeitspunkte, 
nämlich für ausschliessende Berührung der äussere und für 
einschliessende der innere; werden also zwei der Kreise zu- 
gleich vom dritten Kreise berührt, so liegen die beiden Be- 
rührungspunkte immer mit einem Ahnlichkeitspunkte der bei- 
den ersten in gerader Linie, nämlich mit dem äusseren oder 
inneren, je nachdem sie gleichartig oder ungleichartig vom 
dritten berührt werden; etc. 

Man sieht leicht, dass wir nur scheinbar und nur der 
bequemen und deutlichen Bezeichnung willen die centralpro- 
jectivische Behandlung verlassen haben. Machen wir einen 
der Kreise zum Distanzkreise, so haben wir drei lineare Reihen, 
von denen zwei projicirend sind und die paarweis einen Kreis 
von einerlei Sinn in beiden gemein haben, etc. 

Wenn man durch die Punkte 1, 2, 3, 1*, 2*, 3* gerade 
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Linien von einerlei Richtung bis zur Bildebene zieht, so sind 
ihre Fusspunkte in dieser P^, Pg, Pg, P^*, P/-, Pg* ähnlich 
liegende Punkte zu den Kreisen; die Gerade P1P2 geht 
durch A^ und die Radien M^P^j M2P2 sind parallel in einerlei 
Sinn, etc.; Pi*P3 geht durch e/gund die Radien M^Pj*, M^P^ 
sind parallel und von entgegengesetztem Sinn; P^ P^*, etc. haben 
ilfi, etc. zu Mitten ihrer Strecken; man erhält in Folge dieser 
Relationen aus P^, P^ die Punkte P3 und Pg* als Schnitt- 
punkte der Paare von Geraden Pi-^g, P2^i imd P1J2, Ps^^i etc. 

Die Centralprojection für 1 als Centrum giebt den ein- 
fachsten Überblick der Relationen. In Fig. 24 geben die 
punktirten Geraden die Zusammenhänge der P,. 

50. Vier beliebige Kreise M,- der Bildebene mit den 
Mittelpunkten M^ M^j M^, M^ sind die Bildkreise von vier 
Paaren zur Tafel orthogonalsymmetrischer Punkte 1, 1*; 2, 
2*; 3, 3*; 4, 4*. Diese Punkte liegen zu vier in sechs zur 
Tafel normalen Ebenen. Zu je drei aus verschiedenen 
Paaren verbunden liefern sie sechszehn Paare zur Tafel 
symmetrische Ebenen 123, 1*2*3*; 123*, 1*2*3; etc. 
und sie erscheinen in Folge dessen als die Ecken von acht 
Paaren zur Tafel symmetrischer Vierecke oder Te- 
traeder 123.4,1*2*3*4*; 1234*, 1*2*3*4, etc. Solche 
Vierecke sind perspectivisch im Sinne des Art. 47, ihre 
entsprechenden Ecken 11* etc. liegen in vier Geraden 
aus einem Punkte (der Richtung der Normalen zur Tafel), 
ihre entsprechenden Flächen 123, 1*2*3* etc. scTinei- 
den sich daher in vier Geraden Sik) etc. in einer Ebene 
(der Tafel); denn die sechs Kanten 12, 13 etc. des einen Te- 
traeders müssen als mit ihnen in je einer Ebene aus dem 
Perspectiv-Centrum gelegen die sechs entsprechenden Kanten 
1*2*, 1*3* etc. des anderen schneiden und viermal je drei dieser 
sechs Schnittpunkte liegen in einer geraden Linie 5, nämlich 
die aus den drei Kanten des einen und denen der entspre- 
chenden Fläche des anderen Tetraeders entstehenden in der 
Schnittlinie beider Flächen; alle so erhaltenen Geraden aber 
schneiden sich in den Punkten, in denen die zugehörigen 
Paare entsprechender Kanten sich begegnen und liegen somit 
sämmtlich in einer Ebene. Diese Ebene ist durch eine der 
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Linien s und einen jener nicht in derselben enthaltenen Schnitt- 
punkte bestimmt, d. h. durch die Schnittlinie von zwei Flä- 
chen der Tetraeder und den Schnittpunkt eines Paares nicht 
zu diesen Flächen gehörender Kanten; es können daher zwei 
Paare von Ecken in jenen Ebenen sich in denselben bewegen, 
indess sie mit dem Perspectiv-Centrum in gerader Linie bleiben, 
ohne dass die Ebene der Geraden s ihre Eigenschaft als solche 
verliert; d. h. man erhält den Satz: Wenn die Leitfiguren 
zweier Pyramiden oder Kegel ebene Querschnitte 
eines dritten Kegels sind, dessen Mittelpunkt in der 
geraden Verbindungslinie ihrer eigenen Mittelpunkte 
liegt, so durchschneiden sich dieselben in einer durch 
die Schnittlinie beider Leitcurven-Ebenen gehenden 
Ebene. 

61, Unsere acht Paare zur Bildebene symmetrischen 
und für die Richtung der Normale zu ihr perspectivischen 

Tetraeder liefern durch die Schnittlinien ihrer symmetrischen 

** 
Ebenenpaare sechszehn Ahnlichkeitsaxen s und sechs- 
zehn harmonische Punkte S derselben in Bezug auf die 
entsprechenden Mittelpunkts-Dreieeke nach dem Vorigen; wir 

wollen durch s^q^ s^g ^t^* resp. die Geraden Ä2qAq^ä^2) «^23-^3i«^42? ^^c- 
bezeichnen, wo J.23 der äussere, Jgg der innere Ähnlichkeits- 
punkt der Kreise M^ und M3 sind etc.; wir wollen ebenso den 
Schnittpunkt von M^^J^^j M^J^^j -3^3 «^24 ^^* ^10? dagegen den 
Schnittpunkt von M^Ju^ M^A-^^y -^4-^23 <iwrcli 8^2 bezeichnen etc. 
Dann liefert die Analyse der Lagenrelationen unserer Tetraeder 
folgende weitere Sätze: Ausser den Centralen und den 
Ahnlichkeitsaxen existiren noch zwölf gerade Ver- 
bindungslinien der Ahnlichkeitspunkte unter sich, 
welche viermal zu dreien durch einen Punkt Ak und 
viermal zu dreien durch einen Punkt Ji gehen nach 
der Bezeichnung -4i2«^84? -^13^24; -^i4«^23 ^ -^i> ®^^v ^^sp. 
-4^2^34, ^18^.24, e/i4 J^23 ^ «^1 ? ®*^- ^ud iu jcdcm Mittel- 
punkte Mi convergiren vier Gerade, welche einen 
Punkt Ajcy einen Punkt J,- und einen Punkt Sik ent- 
halten nach der Bezeichnung 

A^A? A^z^nj A^^^izy ^4^1^14 <^urch Jf^; 
A^A^^w A^i^nj -^2«^2^42> AJ3S4Q durch M^, etc. 
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Wir wollen auf die zahlreichen Specialfälle nicht ein- 
gehen, die hier nach Analogie von Art. 49 zu bilden und zu 
besprechen wären. 

Mit fünf beliebigen Kreisen der Ebene käme man in 
gleicher Weise zu sechszehn Paaren orthogonalsymmetrischer 
Fünfecke im Räume etc. Alle diese Vielecke sind als voll- 
ständige Vielecke im Räume zu betrachten, also als solche 
mit (m — l)kantigen Ecken, mit (n — 2)flächigen Kanten; 
das w-Eck mit zusammen ^ n (n — 1) (n — 2) Flächen. Aber 
es soll auf die Lehre von diesen vollständigen n-Ecken und 
die entsprechende von den vollständigen w-Flachen, sowie auf 
die Theorie der perspectivischen Raumfiguren hier nicht 
weiter eingegangen werden. Wir wenden uns zurück zum 
planaren Kreissystem. 

62. Ein planares Kreissystem ist durch die Ähn- 
lichkeitsaxe oder Spur und einen seiner Kreise oder 
durch die Spur und den Modul cotan a, oder durch zwei Kreise 
mit Festsetzung der Gleichheit oder des Gegensatzes des ihnen 
beizulegenden Drehungssinnes und den Modul oder einen 
Punkt der Spur, oder durah drei. Kreise unter Kenntniss der 
Gleichheit und des Gegensatzes im Drehungssinne derselben 
bestimmt. Es sei angenommen, dass die erste Modalität statt- 
finde, und festgesetzt, dass immer eines der etwa in Betracht 
kommenden planaren Kreissysteme projicirend uAd der gege- 
bene Kreis desselben der Distanzkreis sei; auch darf nach 
Art. 27 vorausgesetzt werden, dass jedes andere durch seine 
Spur oder Ahnlichkeitsaxe und einen seiner dem Distanzkreise 
gleichen Kreise B von demselben Drehungssinne gegeben sei; 
sowie jede lineare Reihe durch den Änhlichkeitspunkt oder 
Fusspunkt und den dem Distanzkreise gleichen und gleich- 
stimmigen Kreis B; das erste heisst eine Ebene durch die 
Spur und die Orthogonalprojection ihrer Verschwindungslinie 
definiren. 

Wir erhalten so aus zwei planaren Systemen Cs 
J?(05(i) sofort die lineare Reihe, welche ihnen gemeinsam ist. 
durch ihren Ähnlichkeitspunkt ä in s s^^^ und den dem Di- 
stanzkreise gleichen und gleichstimmigen Kreis, der ihr an- 
gehört, weil der Mittelpunkt dieses Kreises B^ der Schnitt- 
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punkt der Parallelen durch C^ zu s und durch JR^^^) zu s^^^ ist. 
(Fig. 25.) Q' ist der Fluchtpunkt ihrer Geraden, und auf 
diese Form ist jede andere Art der Bestimmung leicht zurück 
zu führen. 

Ist das eine System ein System aus lauter gleichen gleich- 
stimmigen Kreisen, so dass seine Ahnlichkeitsaxe unendlich 
fern ist, so bestimmt die Grosse seines Badius die Reihe der 
Kreise, die es mit dem gegebenen zweiten gemein hat. Wird 
es als projicirend gedacht, oder durch den Distanzkreis be- 
stimmt, so ist die Centrale der Reihe, die es mit dem zweiten 
planaren Systeme gemein hat, die durch B^ gehende Parallele 
zu s^^\ Ist aber das allgemeine. System das projicirende, so 
bestimmt die Grösse des Radius für das andere System die 
gemeinschaftliche Reihe: Man zeichnet die Umlegung der 
Falllinie CH' der projicirenden Ebene mit ihrer Normalebene 
zur Tafel in {C)H' und zieht im Abstände des gegebenen 
Badius zu C^H' die Parallelen, welche aus ihr die ümlegungen 
der Punkte der Falllinie ausschneiden, deren Bildkreise zu 
den gesuchten Reihen gehören; die durch sie gehenden Par- 
allelen zu s sind die Centralen dieser Reihen. Zu jeder Ge- 
raden in der Tafel als Centrale giebt es mithin zwei Kreise 
des planaren Systems mit diesem Radius, die als von ent- 
gegegengesetztem Sinne zu betrachten sind. 

53« Ein planares System und eine lineare Reihe 
haben einen Kreis gemein, den Bildkreis des Schnittpunktes 
der Ebene und der geraden Linie, die sie darstellen — voraus- 
gesetzt also, dass bekannt sei, ob die bestimmenden Kreise 
gleichen oder entgegengesetzten Sinn haben, dass also (Fig. 26) 
das planare System als projicirend durch Cs und die lineare 
Reihe durch den Durchstosspunkt S und den Bildkreis R ihres 
Verschwindungspunktes JB gegeben sei. Die Parallele zu C^JRi 
durch S giebt in s das Bild des Schnittpunktes, der nach 
ihm gehende Strahl aus C^ in SB^ den Mittelpunkt P^ des 
gesuchten Kreises. Die ümlegung der Normalebene zur Tafel 
durch die Gerade und ihres Schnittes mit der Ebene des 
Systems oder die Benutzung der Orthogonalprojection der 
Verschwindungslinie durch C^ parallel s und derjenigen einer 
Hilfsebeüe durch SB^ giebt das nämliche Resultat. 

Fiedler, Gyklographie. 4 
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Drei planare Systeme haben einen Eareis gemein. 
Wenn das eine System projicirend ist (Fig. 27) und durch 
seine Spur s bestimmt wird, während die beiden anderen durch 
die Ähnlichkeitsaxen s^^^ und s^^^ und die Orthogonalprojec- 
tionen der Verschwindungslinien r^^^^ und r^^^^ gegeben sind, 
so zieht man r^ durch Ci parallel zu s und bestimmt für die 
beiden ähnlichen und ähnlich gelegenen Dreiseite aus s, s}^^ 
und s^^^ und aus r^, r^^^^, r^^^^ den Ahnlichkeitspunkt M^] er 
ist der Mittelpunkt des gesuchten Kreises. 

Man kann auch von den r^ zu den Fluchtlinien g' über- 
gehen und zunächst die Centralprojection des Schnittpunktes 
der drei Ebenen in g' in der Schnittlinie der Ebenen 1 und 
2 bestimmen, um daraus M^ abzuleiten; das erste ist kürzer. 

Es giebt im planaren System einen Kreis von gegebenem 
Mittelpunkte Jf^, als Bildkreis des Schnittpunktes der von 
ihm ausgehenden Tafelnormale mit der Ebene des Systems 
— erhalten durch ümlegung des Schnittes, den die projici- 
rende Ebene dieser Tafelnormale mit der Ebene des Systems 
macht. Der Schnitt von s mit CiM^ ist das Bild M' des 
Punktes und {C)M\M) giebt in M^{M) den Radius des 
Kreises. (Fig. 28.) 

54. Die Construction von Kreisen des planaren Systems 
mit gegebener Tangente führt auf zwei lineare Eeihen, 
als Bildkreisreihen der Punkte der geraden Linien, in denen die 
Ebene des Systems von den zwei unter 45® zur Tafel geneigten 
Ebenen durch die gegebene Gerade geschnitten wird. Ist 
für Cs als das planare System (Fig. 29, Tafel IV) s^^^) die 
gegebene Tangente, so sind die zu ihr parallelen Tangenten 
des Distauzkreises die beiden Fluchtlinien g/, q.2 ^^^ besagten 
Ebenen und S^/, ^^2' ^^^ Bilder der Geraden beider Reihen, 
woraus in B^^^^ und JR/^^ als den vierten Ecken der Parallelcr- 
gramme C^Q' SR^ mit Q^ und Q^ resp. die Mittelpunkte der 
dem Distanzkreise gleichen und gleichstimmigen Kreise der 
gesuchten linearen Reihen hervorgehen; man hätte sie auch 
als Schnitte der zu s parallelen Geraden durch C^ mit den 
r^ der beiden 45® Ebenen erhalten, die in der Entfernung 
um einen Distanzkreisradius von s^^^^ beiderseits liegen, — man 
sieht sofort, dass dies mit dem Vorigen identisch ist. 
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Sollen die gesuchten Kreise mit der gegebenen Geraden 
Schnittwinkel 'von gegebenem Cosinus werth c bilden, so 
legt man durch diese Ebenen mit der Tafelneigung a, für 
welche cotan a = c ist, deren Fluchtlinien also den Neigungs- 
kreis dieses Winkels, a berühren, und construirt wie vorher. 

Es ist klar, dass die Bestimmung von Kreisen, welche 
einem planaren System angehören und zwei gegebene 
Gerade unter Winkeln von vorgeschriebenen Cosi- 
nuswerthen schneiden; oder von Kreisen, welche drei 
gegebene Gerade unter solchen vorgeschriebenen 
Winkeln schneiden, etc. durch dieselben einfachen Mittel 
erledigt wird. 

55. Verlangt man, dass ein Kreis drei gegebene 
Gerade der Tafel unter Winkeln von gleichem Cosi- 
nus treffe, so hat man durch sie drei Ebenen von gleicher 
Tafelneigung zu legen und den Bildkreis ihres Schnittpunktes 
zu bestimmen; da derselben Winkelgrösse « aus derselben 
Geraden zwei zur Tafel symmetrische Ebenen entsprechen, 
so sind bei drei Geraden 5^, Sg, s^ sechs Ebenen U^, 27^*, 2^2, 
2^2* und 2^3, 2^3* im Spiel und die Bildkreise der Schnitt- 
punkte 2t^2^zj ^i^^^z'^j ^i^*^^^ -S*!* 2:3 273 erledigen die 
Frage. Augenscheinlich haben die von der Tafel mit diesen 
Ebenen-Tripeln gebildeten Tetraeder über der Basis s^s^s^ die 
Halbirungslinien der von den Geraden s^, §2, 53 eingeschlos- 
senen Winkel zu Orthogonalprojectionen ihrer Kanten auf 
die Tafel; dieselben schneiden sich daher viermal zu drei in 
einem Punkte, da die vier Schnittpunkte die Orthogonalprojec- 
tionen der Tetraederspitzen sind. Denken wir irgend einen Punkt 
in einem dieser vier projicirenden Perpendikel, so ist er der 
Schnittpunkt von drei nach s^, s^, S3 gehenden zur Tafel 
gleichgeneigten Ebenen — nur mit anderem Cosinuswerth 
für jeden andern Punkt; die gerade Linie, die ihn mit dem 
Schnittpunkte von s^ und s^ z. ,B. verbindet, ist die Schnitt- 
linie von zwei durch diese Geraden resp. gehenden und zur 
Tafel gleichgeneigten Ebenen. Drehen wir um s^ und Sg von 
der Tafel als Anfangslage aus mit gleichen und unveränder- 
lichen Winkelgeschwindigkeiten Ebenen, so liegen die Schnitt- 
linien ihrer entsprechenden Paare immer in einer der Nor- 

4* 
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malebenen zur Tafel durch die Halbirungslinien der Winkel 
von 5i mit Sg, oder das in dieser Ebene gelegene Büschel der 
Strahlen durch den Schnittpunkt von s^ und $2 ist gemein- 
schaftlicher Querschnitt der beiden Büschel von Ebenen, die 
durch jene Bewegung erzeugt werden; da ihre Winkel entspre- 
chender Paare gleich gross sind, so sind sie projectivisch, 
und wegen der Existenz eines gemeinschaftlichen ebenen Quer- 
schnittes und einer gemeinsamen Anfangslage der erzeugen- 
den Ebenen werden sie als von perspectivischer Lage 
bezeichnet. Es ist ersichtlich, dass für die Drehung aus der 
gemeinsamen Anfangslage in der Tafel nach der nämlichen 
Seite derselben (wir fassen zur Festsetzung dieser Unterschei- 
dung einen bestimmten Punkt der Tafel im Innern des Win- 
kels, als mit beiden Ebenen gedeckt, ins Auge) die Normal- 
ebene durch die innere, für die nach entgegengesezten Seiten 
die Normalebene durch die äussere Halbirungslinie de^s Win- 
kels s^S2 die Ebene des gemeinsamen perspectivischen Strahl- 
büschels ist. 

66. Jeder Kreis, dessen Mittelpunkt in einer der Hal- 
birungslinien der Winkel zwischen zwei Geraden s^, $2 liegt, 
schneidet beide unter Winkeln von einerlei Cosinuswerth, der 
bei demselben Mittelpunkte mit der Veränderung des Radius 
sich proportional ändert (Art. 28); ein Kreis für jeden Mittel- 
punkt berührt; die unendlich ferne Gerade als Kreis aus dem- 
selben Punkte der Geradeh schneidet orthogonal; ist der 
Mittelpunkt unendlich fern, so erhält man die zur Halbirungs- 
linie normalen Geraden als die zu s^ und Sg gleich geneigten, etc. 

Fügt man nun die dritte Gerade s^ hinzu, so gilt das 
Gleiche für die Paare Sg, s^ und s^, Sj, die vier Schnittpunkte 
der Winkelhalbirenden des Dreiseits der Si sind die Centra 
von Kreisen, welche die Geraden s, unter Winkeln von einer- 
lei Cosinus schneiden, je einer dieser Kreise aus jedem Cen- 
trum berührt alle drei Geraden und der von unendlich grossem 
Radius — die unendlich ferne Gerade — schneidet sie alle 
rechtwinklig. 

Da es somit unendlich viele Kreise giebt, die drei gege- 
bene Gerade gleichwinklig schneiden, so entspringt die Erwar- 
tung, es werde sieh immer eine Gruppe von Kreisen finden 
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lassen, welche vier gegebene Gerade gleichwinklig 
schneiden. Man sieht jedoch sofort, dass sie nur die Bild- 
kreise derjenigen Punkte sein könnten, welche die Normalen 
zur Tafel in den Mittelpunkten der zu dreien der Geraden 
gehörigen gleichwinklig schneidenden Kreissjsteme mit ein- 
ander gemein haben, d. h. die Bildkreise der Richtung dieser 
Normalen; sie fallen mit der unendlich fernen Geraden zusam- 
men und diese schneidet in der That alle Geraden ihrer 
Ebene unter gleichen Winkeln. 

57. Es bleibt endlich übrig, diejenigen Elementar- 
Aufgaben über das planare Kreissystem zu besprechen, 
bei denen zur Bestimmung der gesuchten Kreise desselben 
als Bedingung mit verwendet wird die Berührung mit ge- 
gebenen Kreisen oder das Gehen durch gegebene 
Punkte. Wir werden später sehen, dass eine ganze natür- 
liche Entwickelung darüber hinaus auch zur Lösung der- 
jenigen Probleme führt, bei denen das Schneiden mit ge- 
gebenen Kreisen unter Winkeln mit vorgeschriebenen Cosi- 
nus Bedingung ist. Hier schliessen wir jedoch die letzten 
aus und besprechen auch die erstgenannten zunächst nur 
im Allgemeinen, da die Betrachtung des speciellsten Falles 
der zweckmässige Ausgangspunkt der ganzen weiteren Unter- 
suchung ist. 

Wir wissen, dass die Kreise, welche durch einen Punkt 
gehen, die Bildkreise der Punkte desjenigen gleichseitigen 
Botationskegels sind, der den Punkt zur Spitze und die 
in ihm auf der Tafel errichtete Normale zur Axe hat; und 
wir schliessen daraus, dass die Kreise des planaren Systems, 
welche durch einen gegebenen Punkt gehen, die Bildkreise 
der Punkte des Querschnittes sind, den die Ebene des Systems 
mit diesem Kegel bildet, also der Punkte eines Kegel- 
schnittes, weil die zwei in Beziehung zur Bildebene sym- 
metrischen Ebenen und Kegelhälften zwei gleichfalls sym- 
metrische Kegelschnitte mit gemeinschaftlichem System der 
Bildkreise hervorbringen. 

Wir erkannten ferner die Kreise der Bildebene, die 
einen gegebenen Kreis berühren, als die Bildkreise der 
Punkte in den Mänteln der beiden zur Tafel symmetrischen 
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gleichseitigen Rotationskegel, welche durch jenen Kreis gehen, 
und finden jetzt, dass die Querschnitte der Ebenen eines pla- 
naren Systems mit jenen Kegeln Punkt für Punkt durch die 
Kreise des planaren Systems abgebildet werden, welche den 
gegebenen Kreis berühren; Kreise also, deren Centra zwei 
Kegelschnitte erfüllen, da die Schnitte der Kegel mit der 
einen der Ebenen des Systems als symmetrisch zu denen mit 
der andern das ganze System der Bildkreise liefern. 

Die Forderung, dass die gesuchten Kreise des planaren 
Systems durch zwei gegebene Kreise berührt werden, 
oder dass sie einen Punkt enthalten und einen Kreis 
berühren, oder dass sie durch zwei Punkte gehen, führt 
auf bestimmte Probleme, welche im Vorigen nicht enthalten 
sind und deren nähere Untersuchung uns weiterführt. Das 
Einfachste unter ihnen ist der oben bezeichnete zweckmässige 
Ausgangspunkt. 

IL Geometrie der Ereisbüsohel und Kreisnetze. 

Die Potenz und die Abbildungsmethoden in der Ebene 

und im Räume. 

58. Wir betrachten die Gesammtheit der durch zwei 
Punkte gehenden Kreise der Tafel oder die Bildkreise 
der Durchdringung von zwei gleichseitigen zur Tafel sym- 
metrischen Rotationskegeln. Es ist anschaulich evident, dass 
die Durchdringungscurve der oberen Hälften der beiden Kegel 
symmetrisch zu der der unteren in Bezug auf die Bildebene 
sein muss; man sieht auch, dass die Ebene, welche die Di- 
stanz der beiden Spitzen Jlf, üf * in der Bildebene rechtwink- 
lig halbirt, in jedem Punkte, wo sie einer Mantellinie des 
einen Kegels begegnet, auch eine Mantellinie des andern treffen 
muss, da beide Kegel in Bezug auf sie orthogonalsymmetrisch 
zu einander sind, wie auch in Bezug auf die Verbindungs- 
ebene ihrer beiden Axen. Die Durchdringung ist also zu- 
gleich der ebene Querschnitt in der senkrechten Halbirungs- 
ebene der Distanz der Spitzen; und die orthogontile Sym- 
.^ metrie in Bezug auf die drei erwähnten zu einander recht- 

winkligen Ebenen bewirkt, dass die drei Schnittlinien derselben 
Symmetrieaxen der Durchdringungsfigur sind und ihr Schnitt- 
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punkt ein Symmetrie-Centrum derselben — dessen sämmt- 
liche Strahlen in der Ebene der Curve Durchmesser der 
Curve genannt werden. 

Dies betrifft den im Endlichen liegenden Theil der Durch- 
dringung; in unendlicher Ferne haben beide Eegel einerlei 
Querschnitt; den wir in der gemeinsamen Fluchtlinie beider 
Kegel, d. h. im Distanzkreise abbilden, wie sofort erkannt 
wird, wenn wir die Durchdringung beider Kegel mit- 
telst Hülfsebenen durch die Verbindungslinie der 
Spitzen construiren. 

Diese Gerade ist zunächst die Spur einer Normalebene zur 
Tafel, welche projicirend ist, wenn wir 0^ in MM* denken; 
wir wollen es in der Mitte zwischen M und itf* und die 
Distsanz selbst gleich ^MM* festsetzen. (Fig. 30.) Jene 
Normalebene schneidet aus den Kegeln je zwei Gerade, die 
mit MM* Winkel von 45^ bilden und durch ihre beiden end- 
lich liegenden Schnittpunkte die der Tafel nächsten symme- 
trischen Punkte der Durchdringung liefern. Da die Tangen- 
tialebenen der Kegel längs dieser Mantellinien die in M und 
M* zu MM* errichteten Perpendikel zu Spuren haben (und 
die parallelen, hier die mit ihnen zusammenfallenden, Tan- 
genten des Distanzkreises zu Fluchtlinien), so sind die Tan- 
genten in den . gefundenen Punkten der Durchdringung als 
ihre Schnittlinien zur Tafel parallel, wie es nach der Sym- 
metrie sein muss. Man nennt diese Punkte ÄÄ* die Scheitel 

« 

der Curve und ihre zur Tafel normale Verbindungsgerade die 
schneidende oder Hauptaxe derselben. ,Legt man die Ebene 
der Durchdringung in die Tafel um, so kommt der eine 
dieser Punkte — wir wollen annehmen Ä — nach M, der 
andere Ä* nach Jf*, und die zugehörigen Tangenten sind 
die Perpendikel zu MM*. 

59. Wenn man nun die Hülfsebene aus ihrer zur Tafel 
normalen Lage herausdreht, so schneidet sie, so lange sie 
nicht um mehr als 45® von derselben abweicht, zwei Gerade 
aus jedem der beiden Kegel, die uns zwei Punkte der Durch- 
dringung liefern, bis bei 45® Abweichung und zugleich Tafel- 
neigung beide Kegel von ihr in zwei zu MM* rechtwink- 
ligen und zur Tafel unter 45® geneigten zu einander paral- 
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lelen Geraden berührt werden, die mit einander einen unend- 
lich fernen Punkt der Durchdringung hervorbringen, für den 
die Schnittlinie jener Hilfsebene mit der Ebene der Durch- 
dringung selbst die Tangente ist. Die Durchdringung hat 
also zwei unendlich ferne Punkte ü^^^ und Ü^^\ in denen sie 
durch diejenigen ihrer Durchmesser berührt wird, welche 
unter 45^ zur Tafel und also zu den Axen der Durchdring- 
ung geneigt sind, ihre Asymptoten, wie man sie nennt. 
Als ebener Querschnitt des Kreiskegels heisst die Durch- 
dringung ein Kegelschnitt und auf Grund ihrer reellen 
unendlich fernen Punkte eine Hyperbel, insbesondere wegen 
der ßechtwinkligkeit ihrer Asymptoten eine rechtwinklige 
oder gleichseitige Hyperbel. Wir werden sehen, dass ihre 
Eigenschaften sich an die in Art. 45 entwickelten allgemeinen 
Eigenschaften der Kegelschnitte als besondere Fälle an- 
schliessen. 

Die Centralprojection der Curve ist die senkrechte 
Halbirungslinie der Strecke JfJf* in der Tafel (Fig. 30); ist 
q' die Fluchtlinie einer der bezeichneten Hilfsebenen, welche 
in ^i' und Q^ den Distanzkreis schneidet, so sind MQ^ und 
MQ2\ M'^Q; und Jf*ö/ die Bilder der Paare der von ihr 
ausgeschnittenen Mantellinien und daher P^^^', P^^)' die der 
zugehörigen Punkte der Durchdringung; Q^ und Q^ reprä- 
sentiren das andere unendlich ferne Paar der Schnittpunkte 
dieser zwei Strahlenpaare, der Distanzkreis ist also das Bild 
der unendlich fernen Hälfte der Durchdringung. Die zu 
denselben Mantellinien der Kegel gehörigen Tangentialebenen 
derselben werden durch die Tangenten des Distanzkreises in 
Q^ und Q^ als ihre Fluchtlinien, und die zu ihnen durch M 
und Jf* gezogenen Parallelen als Spuren dargestellt; wir er- 
halten daraus die Bilder der Tangenten der Durchdringung 
in P^^)' und P^^^' als vom gemeinsamen Fluchtpunkte Ql und 
den beiden Durchstosspunkten St^^^ und S/^^* Die Tangenten 
der Hyperbel in den Endpunkten eines Durchmessers P(^)P'(2) 
sind parallel. Natürlich giebt die zweite Hilfsebene, deren 
Fluchtlinie nach der andern Seite von IfJf* in gleicher 
Entfernung liegt, die in Bezug zur Ebene der Kegelaxen zu 
den jetzigen symmetrischen Erzeugenden und Tangential- 
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ebenen, also die zu P^^\ P^^^ und ihren Tangenten symme- 
trischen Punkte P*(i), P*(2) und ihre Tangenten. 

60. Wir wenden uns nun zur Darstellung der Um- 
legung der Durchdringung in die Tafel und des Bild- 
kreissystems ihrer Punkte. (Fig. 30.) 

Das CoUineationscentrum (£ der Ebene der Durchdring- 
ung fällt in einen der Endpunkte M des Durchmessers ilf M * 
im Distanzkreise; ziehen wir dann durch St^^^ und St^^^ die 
Parallelen zu dem Strahle (£^/, so sind diese die Umlegungen 
der Tangenten und in ihnen auf den resp. Strahlen ®P(^)' 
und ßP(^)' die der zugehörigen Berührungspunkte P\ P^ der 
Durchdringungshyperbel; endlich liefern die Perpendikel von 
diesen auf die Bildlinie C^P' der Curve die Centra P^^^^ und 
Pi(2) der Bildkreise und die Radien P^(')P^^\ p^(2)p(2) der- 
selben, also die Bildkreise selbst. 

Wir müssen aber dieselben Elemente auch auf folgen- 
dem Wege erhalten. Der Punkt P^^^ liegt ja auch auf der in 
MQ^' projicirten Mantellinie des Kegels M und auf M^Q^ 
von M^y und da das von ihm "auf die Tafel gefällte Perpen- 
dikel seinen Fusspunkt Pj^^^ in G^P^^^' haben muss, so wird 
derselbe in der durch M gezogenen Parallele zu G^Qi ge- 
funden. Dabei erhellt zugleich, dass die Gerade ilfP^^^^ auf 
MSt^^^ rechtwinklig ist, weil die zu ihnen Parallelen CiQi 
und QiQt Radius und Tangente des Distanzkreises sind. Und 
ferner, dass MP^^^^ mit dem Radius des Bildkreises Pj(i)p(i) 
gleiche Länge hat, weil vor der Umklappung beide die Ka- 
theten eines gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks sind, 
dessen nicht in der Tafel gelegene Ecke der betrachtete 
Punkt P(^) der Durchdringung ist oder dessen Hypothenuse 
die Mantellinie des Kegels M, die diesen Punkt erzeugt hatT 
Wir sagen: Der Fusspunkt einer Tangente der gleich- 
seitigen Hyperbel in der Nebenaxe derselben und der 
Fusspunkt des Perpendikels von ihrem Berührungs- 
punkte auf dieselbe Nebenaxe bestimmen am Scheitel 
der Hyperbel einen rechten Winkel. Und jeder Punkt 
der gleichseitigen Hyperbel ist vom Fusspunkte des 
von ihm ausgehenden Perpendikels zur Nebenaxe 
ebenso weit entfernt, wie dieser Fusspunkt von den 



A 
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Scheiteln. Oder, was dasselbe ist, die Bildkreise der 
Punkte der gleichseitigen Hyperbel mit zur Tafel 
normaler Hauptaxe, welche zur Tafel symmetrisch liegt, 
bilden die Gesammtheit der durch zwei feste Punkte gehenden 
Kreise in der Tafel; eine Gesammtheit, welche wir nennen 
wollen ein Büschel von Kreisen mit reellen Grund- 
punkten. Die Umlegung der Durchdringung, diegleichsei- 
tige Hyperbel in der Tafel, ist der Ort der Endpunkte der 
zur Centrale senkrechten Durchmesser dieser Kreise. 
Der Distanzkreis oder der Bildkreis der Scheitel (Scheitelkreis) 
wird von den Bildkreisen aller anderen Punkte der gleichsei- 
tigen Hyperbel in den Scheiteln Jf, M* oder im Durchmesser 
MM^ geschnitten; er und dieser Durchmesser oder ein be- 
liebiger anderer der Bildkreise oder zwei beliebige Bildkreise 
bestimmen alle übrigen und die gleichseitige Hyperbel. 

61, Die Paare rechtwinkliger Strahlen, welche von einem 
der Scheitel nach den Fusspunkten der Ordinate und der 
Tangente jedes Hyperbelpunktes in der Nebenaxe gehen, 
bilden zwei gleichwinklige, also projectivische Strahlbüschel 
am selben Centrum und in derselben Ebene, und es entspre- 
chen die Strahlen jedes Paares in Folge der Rechtwinkligkeit 
einander vertauschbar. Man nennt, wie wir schon aus Art. 11 
wissen, die Vereinigung von zwei projectivischen Büscheln 
oder Reihen zu einem Büschel resp. einer Reihe, bei welcher 
dies vertauschbare Entsprechen stattfindet, eine Involution 
in der Reihe resp. im Strahlbüschel. Der fundamentale Fall 
rechtwinkliger Paare wird als Involution rechter Winkel 
bezeichnet. Nach Art. 5 ist jede aus einer solchen Involution 
im Büschel geschnittene Reihe eine Involution in der Reihe 
und jedes über einer solchen stehende Strahlbüschel wieder- 
um ein involutorisches. Für die Reihe in der Nebenaxe, 
welche die Fusspunkte der Ordinaten und die der Tangenten 
der gleichseitigen Hyperbel in der Nebenaxe bilden, hat man 
aus dem bei M rechtwinkligen Dreieck MStP^ von der Höhe 
C^M mit dem Distanzkreisradius oder der reellen Hyper- 
belhalbaxe gleich r die Relation: Das Product der Ab- 
stände entsprechender runkte vom Centrum Ci ist 
constant, gleich — r*. und wenn man projectivische 
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Reihen so auf einander gelegt denkt, dass ihre Gegenpunkte 
Q' und R sich in einem Punkte C^ vereinigen, so wird nach 
Art. 5 immer das Product C^Ä\ ÄC^ gleich einer Constan- 
ten Jc^y die wir die Potenz der Involution heissen wollen, 
welche durch diese Vereinigung entsteht. Sowie im Unend- 
lichen der Reihe Q und JB' und im Endlichen die entspre- 
chenden Punkte Q' und R vereinigt sind, so liegen unend- 
lich viele Paare entsprechender Strecken AB und Ä'B' ver- 
kehrt aufeinander, d. h. jB' auf Ä und Ä' auf B] denn aus 
der zwischen AB und seiner Centralprojection A'B' a. a. 0. 
abgeleiteten Relation folgt für den Fall ihrer Gleichheit 

AR,BR = R(i. ©(?' = AR . Q'A' = BR . Q'B' 

oder sowohl AR = Q'B' als auch BR = Q'A! und somit für 
^' und R und ^JB' in Deckung auch A'B vereinigt. Wenn 
wie hier die Potenz negativ ist, so können die beiden Ab- 
stände entsprechender Punkte vom Centrum C^ nie gleich, 
sondern im speciellsten Falle nur entgegengesetzt gleich, also 
entsprechende Punkte der Involution nicht vereinigt sein — 
die Involution hat keine Doppelpunkte, wie die Involution 
rechter Winkel offenbar keine Doppelstrahlen haben kann; 
man nennt sie elliptische Involutionen; die zu beiden 
Seiten des Centrums gleich entfernten entsprechenden Punkte 
bilden das symmetrische Paar der Involution —7 hier die 
Endpunkte des in der Reihe liegenden Distanzkreisdurchmes- 
•ers. Die Paare von Punkten -4, Ä ^ die mit denselben festen 
Punkten (r, B. harmonische Gruppen bilden, sodass 

GA , GA' . 

ist, bilden dagegen eine solche Involution mit reellen 
Doppelpunkten in G^ H, Denn für C^ als Mitte von 
GH und GCx = CiH= r geht diese Relation durch 

GA = C,A + r, HA^ C^A - r, GA' = C^A' + r, 

HA' -= C^A' — r 
über in 

C,A.C,A' = +rK 

Die Elemente A und A' sind vereinigt in den Abständen 

C^G = CiH=±r. 
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62. Wir bringen diese geometrischen Entwickelungen 
auf ihren algebraischen Ausdruck. Ist für einen Punkt P 
der gleichseitigen Hyperbel die Ordinate zur Nebenaxe oder 
zur Spur ihrer Ebene PP^^ = z und die Entfernung ihres 
Fusspunktes vom Centrum CiPi = J/, so ist mit G^M = r 
wegen z = P^M nach dem Pythagoräischen Lehrsatze 

z^ =^r^ '\-y^ oA^ry^ — z^ = — r^, d.h. auch (y4"^)(y — z) = —r^. 
Sind aber P, und P„ die Endpunkte des in der Spur liegen- 
den Durchmessers im Bildkreise von Pj, so ist 

y-\-z = C,P, \mA y — z = C^P^r, also C^P, . C^P. = — r\ 

oder die Paare der in der Nebenaxe liegenden Bildkreis-Durch- 
messer-Endpunkte der gleichseitigen Hyberbel bilden die näm- 
liche involutorische Reihe wie die Mittelpunkte der Bild- 
kreise und die zugehörigen Tangentenfusspunkte. Durch Di- 
vision mit r^ folgt der Ausdruck 

oder MP, und MP„ als zu einander rechtwinklige Gerade; 
in der That giebt es in der Tafel um den Punkt M nur ein 
System rechtwinkliger Strahlenpaare, oder die Rechtwin- 
kel-Involutionen am nämlichen Scheitel und in der- 
selben Ebene sind identisch. Auch sagt 

y+ ^ .^nJ ^ _ i 

r r 

aus, dass die zur Spur normale Gerade für den Punkt (y — ^ 
die Symmetrische zur Polare des Punktes (y -}- z) in Bezug^ 
auf den Scheitelkreis ist. Schreibt man endlich z^ = r^ -^ y^ 
in der Form y^ = z^ — r\ so erkennt man, dass 

y ,^tizJl 

z -^ r y 

ist oder L MM*P= L MPPq für PP^ als das Perpendikel vom 
Hyperbelpunkte P zur Hauptaxe der Curve, da diese gleichen 
Grössen die trigonometrischen Tangenten dieser Winkel sind. 
Man hat also den Doppelsatz über die schon in den Relationen 

;2f2 __ y2 _. y2 ^jjjjj ^ _j_ y2 __ y2 

ausgeprägte Analogie der gleichseitigen Hyperbel mit dem 
Kreise: Die Ordinate eines Punktes der gleichseitigen 
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Hyperbel oder sein rechtwinkliger Abstand von der 
Hauptaxe ist die mittlere geometrische Proportionale 
zwischen den durch ihren Fusspunkt in derselben 
bestimmten Abschnitten. Die gleichseitige Hyper- 
bel entsteht aus gleichwinkligen (also auch projec- 
tivischen) Strahlbüscheln voij entgegengesetztem 
Sinn, deren Scheitel die Scheitel der Hyperbel sind 
und von denen das eine die Hauptaxe, das andere die 
Scheiteltangente zum Anfangsstrahl hat; denn JtfP 
macht mit jener Ordinate denselben Winkel wie mit der 
Scheiteltangente. 

Auch ist offenbar der Winkel, den die Bildkreise zweier 
Punkte der gleichseitigen Hyperbel mit einander im Scheitel 
derselben bilden, einerseits der Winkel unter dem ihre Centra 
vom Scheitel aus erscheinen, oder der Winkel ihrer Radien, 
andererseits der Winkel, den die zugehörigen Tangenten der 
Hyperbel mit einander bilden. 

63. Sollte man nun die durch zwei gegebene Punkte 
jBf und 3f* gehenden Kreise eines planaren Systems 
bestimmen, so schneidet die Ebene E der Durchdringungs- 
hyperbel der Kegel M. und üf* die Ebene des Systems in 
einer geraden Linie, und die Bildkreise der Schnittpunkte 
p(i)^ p(2) dieser letzten mit der gleichseitigen Hyperbel oder, 
was dasselbe ist, mit einem der beiden Kegel Jüf, Jlf* sind 
die gesuchten Kreise. 

Wir denken die Schnittlinie der Ebene des Systems mit 
£ durch ihren Fusspunkt S und den mit dem Distanzkreise 
(Mittelpunkt G^ und Radius C^itf) nach Grösse und Sinn über- 
einstimmenden Kreis vom Centrum JJ^ (Fig. 31) der entspre- 
chenden Reihe gegeben, und erhalten die Schnittpunkte der- 
selben mit dem Kegel M als ihre Schnitte mit den beiden 
Mantellinien, welche in der durch M und die Gerade SB, 
gehenden Ebene liegen. Indem wir bedenken, dass der aus 
M durch C^ gelegte Kreis die Orthogonalprojection vom Quer- 
schnitt des Kegels in der Verschwindungsebene auf die Tafel 
und die "äurch JJ^ geführte Parallele zu SM die der Verschwin- 
dungslinie der Ebene MBS angiebt, erkennen wir die beiden 
Radien des genannten Kreises nach den Schnittpunkten Bi^^\ 
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J?!^^) mit dieser Parallelen als die Orthogönalprojectionen der 
fraglichen Mantellinien und ihre Schnittpunkte mit der Geraden 
SR oder der Spur von E als die Punkte P/^^, P^^^l Die Kreise 
aus Pj^^^ resp. P/^^ durch M sind die Bildkreise derselben 
und die Endpunkte ihrer zu Oj S normalen Durchmesser die 
ümlegungen der entsprechenden Punkte der Hyperbel P^^\ 
P(2) selbst. 

Man überzeugt sich leicht, dass die Benutzung von Q' 
statt JBi für die Schnittlinie der Ebene des Systems mit E (es 
ist C^Ri = Q' S nach Grösse und Sinn) und von dem Flucht- 
kreise des Kegels oder dem Distanzkreise aus C^ durch M mit- 
telst der zu SM parallelen Sehne Q^ Q^ desselben durch Q' 
dieselben Punkte als die Pj der zugehörigen Kegelseiten lie- 
feri Die Parallele zu Q^G^ durch M giebt Pi^^\ die zu 
Q^C^ ebenso Pj^^l Die Fig. 31 enthält auch diese Construction. 
Man sieht, dass für Q' im Distanzkreise in Folge des Zusam- 
menfallens von Q^ mit Q' der Punkt Pj^^^ unendlich fem 
liegt; die Gerade der linearen Reihe ist einer Asymptote der 
Hyperbel parallel -und schneidet sie nur in einem — aber 
auch stets in einem — endlich entfernten Punkte. Liegt 
ferner Q' ausserhalb des Distanzkreises, so hängt es von der 
Lage von S ab, ob die Gerade die Hyperbel überhaupt reell 
triflFt; es giebt insbesondere für jedes solche gegebene Q' zwei 
zu Cj symmetrische Lagen von S, für welche die zugehörige 
Gerade eine Tangente der Hyperbel ist — die Berührungs- 
punkte liegen in den Endpunkten eines ihrer Durchmesser 
(vergl. Art. 59); für Q' im Tunern des Distanzkreises giebt 
es solche nicht. Für Q' in C^ oder Pj in S, d. h. das pla- 
nare Kreissystem als ein seine Spur orthogonal schneidendes, 
erhält man Q^ und Q^ als Endpunkte des zu MS parallelen 
Distanzkreisdurchmessers und in dei* ersten Construction fällt 
SM mit der Parallele durch JR^ zusammen. 

64. Der Winkel der beiden Badien von M, welche nach 
den Mittelpunkten der gesuchten Bildkreise gehen, ist nach 
Art. 61 zugleich der Winkel, den diese Kreise mit einander bil- 
den. Da nun der nach S gehende Radius von M del- Sehne 
Ri^^^Ri^^ zwischen den beiden vorigen parallel und also hal- 
birend für das eine Paar der von ihnen gebildeten Winkel 
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ist^ so erkennt man aus der Figur, dass der zum Fusspunkte 
S gehörige Bildkreis das eine Paar der Winkel zwischen den 
Bildkreisen der Schnittpunkte halbirt. Wir erinnern, dass 
S der eine Ahnlichkeitspunkt der fraglichen Bildkreise ist. 
Ersetzen wir aber (Fig. 31) den Schnittpunkt P^^^ in der 
Hyperbel durch den zu ihm in Bezug auf die Tafel symme- 
trischen P(^)*, so tritt an Stelle des ersten der zweite Ahn- 
lichkeitspunkt S* der Bildkreise (Art. 21), und der zu ihm 
als Gentrum gehörige Bildkreis muss der Halbirungskreis 
des zweiten Paares der Bildkreise der Schnittpunkte sein, da 
ja diese Kreise sich nicht geändert haben. Man nennt diese 
um die Ahnlichkeitspunkte S, S* von zwei sich schneidenden 
Kreisen durch die Schnittpunkte derselben beschriebenen Kreise 
die Potenzkreise von jenen, und zwar entsprechend der Be- 
nennung der Ahnlichkeitspunkte selbst den äusseren und den 
inneren Potenzkreis, und man sieht, dass sie einander 
rechtwinklig schneiden, weil sie die Winkel zwischen 
den gegebenen Kreisen halbiren. Die Ahnlichkeitspunkte 
S,S* der beiden Bildkreise der Schnittpunkte einer geraden 
Linie mit der gleichseitigen Hyperbel werden daher von den 
Scheiteln Mj M* aus unter rechten Winkeln gesehen, d. h. 
sie gehören auch zu der Involution in der Nebenaxe, welche 
die derselben angehörigen Durchmesser-Enden der Bildkreise 
der Hyperbelpunkte liefern; oder der Kreis über der Di- 
stanz der Ahnlichkeitspunkte von zwei sich schnei- 
denden Kreisen ist ein Kreis des durch sie bestimm- 
ten Büschels. Man hat ihn den Ahnlichkeitskreis der 
beiden gegebenen Kreise genannt. Existenz und Eigenschaften 
dieses Kreises sind jedoch unabhängig davon, ob die gege- 
benen Kreise sich in reellen Punkten schneiden oder nicht. 
(Vgl. Art. 76.) 

65. Da man aus Art. 22 weiss, dass die Ahnlichkeitspunkte 
zweier Kreise die Strecke zwischen ihren Mittelpunkten innerlich 
und äusserlich im Yerhältniss der Radien theilen, so ist das 
Strahlbüschel, welches aus einem beliebigen Punkte über den 
Mittelpunkten und den Ahnlichkeitspunkten von zwei Kreisen 
gebildet wird, ein harmonisches Büschel; und wenn insbeson- 
dere der fragliche Punkt auf der Peripherie des Ahnlichkeits- 
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kreises liegt^ so dass die Strahlen nach den Ahnlichkeits- 
punkten rechtwinklig zu einander sind^ so müssen sie nach 
Art. 6 die Halbirungslinien der Winkel sein, welche die 
Strahlen nach den Mittelpunkten mit einander bilden. Dann 
sind nach einem bekannten Elementarsatze die Entfernungen 
des Punktes von den Mittelpunkten der Kreise gleichfalls 
ihren Radien proportional, und man sieht, dass sobald von 
dem Punkte aus reelle Tangenten an beide Kreise gezogen 
werden können, der Winkel zwischen den Tangenten des 
einen Kreises dem Winkel zwischen den Tangenten des an- 
dern gleich sein muss, da die . bezüglichen rechtwinkligen 
Dreiecke aus Radius und Tangente einander ähnlich sind. 
Der Ahnlichkeitskreis von zwei Kreisen ist also der 
Ort der Punkte, von wo aus beide Kreise unter glei- 
chen Winkeln gesehen werden, oder der Ort der Wech- 
selschnitte. Wären Oj und 0^ (Fig. 32) die Mittelpunkte der 
gegebenen Kreise von den Radien r^ und rg, P ein Punkt 
ihres Ahnlichkeitskreises und T^, T^ die Berührungspunkte 
von ihm ausgehender Tangenten von den Längen t^ an den 
einen und t^ an den andern Kreis, U^ und U^ aber die 
zweiten Schnittpunkte der Geraden T^T^ mit den respectiven 
Kreisen, sowie F^, V^ die Mitten der Sehnen T^U^ =25i, 
Tg TJ2 = 2^2 resp., so hat man wegen der Gleichheit der 
Winkel O^PT^ und O^PT^ 

und aus den rechtwinkligen Dreiecken FST^ und FST^^ wo 
8 der Fusspunkt des Perpendikels von P auf T^T^ ist, 

8jj_r^ _ ?i?: ^ 1 Ox Vi _ sin ST^P _ t^ r^ 
»j : rj sin T^ 0^ V^ sin ST^ P ti r^ 

und somit s^ = Sg? d. h. die Sehnen beider Kreise r^ und 
rg, die in der Verbindungslinie der Berührungs- 
punkte von einer Tangente des einen und einer Tan- 
gente des andern aus einem Punkte ihres Ähnlich- 
keitskreises liegen, sind von gleicher Länge. Man 
hat sie Wechselsehtien genannt. Auch die Tfi^^ngenten 
von 7\ und Tg an den jedesmaligen andern Kreis sind 
gleich lang; da ihre Quadrate resp. sind T^T^ . Ty^U^ und 
Tg Ti . Tg üi und T^ C/g gleich Tg U^ ist 
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66, Wenn die die Hyperbel schneidende Gerade zu ihrer 
Nebenaxe rechtwinklig ist oder die lineare Reihe aus der 
Ebene E der Durchdringung und dem planaren System eine 
concentrische und die von ihr repräsentirte Gerade zur Tafel 
normal ist, so fällt die zu SM parallele Sehne durch R^ d. h. 
ü/i)JB/2) in den Durchmesser SM selbst (Fig. 33) und der 
zweite Ahnlichkeitspunkt S* liegt in dem dazu rechtwinkligen 
Durchmesser oder er ist der Durchstosspunkt der Tangente 
der Hyperbel in dem zum Bildkreise aus S gehörigen Punkte 
P^^) resp. P^^^ derselben in der Nebenaxe und zugleich der 
zugehörige Fusspunkt der Tangente jenes Bildkreises im 
Scheitel M. (Es fällt ja P*^i) mit P(2) zusammen und nach Art 
45 wird die Verbindungslinie P*(i)P(2) also zur Tangente.) 
Man hat in dieser Relation ein einfaches Mittel, die Scheitel 
Jf, M* einer gleichseitigen Hyperbel zu bestimmen, wenn die 
Nebenaxe Pi/S*, ein Punkt P der Hyperbel und ihre zuge- 
hörige Tangente PS* gegeben sind; die Kreise aus Pj durch 
P und über P^S* als Durchmesser schneiden sich in den 
Scheiteln. 

Fernere folgt aus der Relation z^ — y^ == r^ der Satz, 
dass für alle Punkte der gleichseitigen Hyperbel das 
doppelte Rechteck aus den rechtwinkligen Abstän- 
den von den Asymptoten constant und gleich r^ ist. 
Denn wir ziehen durch den Hyperbelpunkt P die Parallelen 
zu den Asymptoten PH, PK resp. und haben mit PPq = y 
als der Ordinate zur Hauptaxe (Art. 62) und C^Pq ^== 
(Fig. 34) 

PH='-^, PK='-±I 

und somit ihr doppeltes Product gleich r^. 

Wir erhalten daraus eine einfache Construction für den 
im Endlichen liegenden Schnittpunkt der Hyperbel mit einer 
Geraden, die zur einen ihrer Asymptoten parallel ist, aus 
den Asymptoten und einem Scheitel M derselben. " 

Man legt (Fig. 34) durch den Scheitel die Parallelen 
JfD, ME zu den Asymptoten und zieht durch den Schnitt- 
punkt F der einen von ihnen mit der gegebenen Asymptoten- 
parallelen HF den Durchmesser C^F bis zum Schnitt G mit 

Fiedler, Gyklographie. 5 
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der andern, um durch G die Parallele zur zweiten Asymp- 
tote zu ziehen, die mit FH den gesuchten Hyperbelpunkt P 
liefert. Denn man hat die Parallelogramme PHEG und 
MGED flächengleich, folglich durch Addition von C^EGK 
ebenso die Parallelogramme C^EMD und C^HFKy was für 
die gleichseitige Hyperbel auf den vorigen Satz zurückkommt. 

67. Daraus ergiebt sich auch die Construction der gleich- 
seitigen Hyperbel aus zwei Bildkreisen oder, was zunächst 
noch allgemeiner erscheint , aus der Axe und zwei in Bezug 
auf sie nicht symmetrischen Punkten P,P*. Man zieht durch 
beide Punkte die Paare der unter 45^ zur Axe geneigten 
Geraden und erhält in derjenigen Diagonale des entstehen- 
den Rechtecks, welche die gegebenen Punkte nicht enthält, 
einen Durchmesser der Hyperbel, also im Schnitt desselben 
mit der gegebenen Axe den Mittelpunkt und damit auch die 
andere Axe, also die Asymptoten und beliebige weitere Punkte 
der gleichseitigen Hyperbel. Man sieht sofort, dass die 
gegebene Axe die Hauptaxe der Hyperbel ist, wenn die 
Verbindungslinie der gegebenen Punkte auf derselben Seite 
der Axe {P\ P* Fig. 34) mit ihr einen Winkel> macht, der 
45^ übersteigt, und die Nebenaxe, wenn dieser Winkel unter 
45« ist. 

In dem besonderen Fall (Fig. 35), wo ein Punkt P und 
seine Tangente t nebst einer Axe zur Bestimmung der 
gleichseitigen Hyperbel gegeben ist, erhält man hieraus die ein- 
fache Regel : Man fällt von dem zur Axe symmetrischen P* des 
gegebenen Punktes das Perpendikel zu seiner Tangente t und 
erhält im Schnitt desselben mit der Axe den Mittelpunkt C^, in 
der Normale zur Axe und den zu ihr unter 45« geneigten Ge- 
raden die andere Axe und die Asymptoten und durch sie aus 
dem gebenen Punkte beliebige andere Punkte der Curve. Die 
Scheitel folgen als Schnittpunkte der Hauptaxe mit den aus 
dem Fusspunkte der Ordinate des Punktes in der Nebenaxe 
durch ihn selbst beschriebenen Kreis. Immer ist die Neben- 
axe diejenige .Axe, von welcher der gegebene Punkt die grös- 
sere senkrechte Entfernung hat. 

68. Die gleichseitige Hyperbel des bis jetzt betrachteten 
Büschels von Kreisen, des Büschels mit reellen Grund- 
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punkten, war aus der Normalebene zur Tafel durch ihre 
Nebenaxe umgelegt, oder sie entstand als Ort der Endpunkte 
der zu dieser Nebenaxe normalen Durchmesser der Bildkreise 
aller Punkte der Durchdringung in Art. 58 f. Diese letzten 
Entwicklungen haben schon gezeigt, wie die daraus abgelei- 
teten Constructionen der Hyperbel aus einer Axe und einem 
Paar von Punkten ganz unabhängig davon zum Ziele führen, 
ob die gegebene Axe die Nebenaxe oder die Hauptaxe ist. 
Offenbar kann dieselbe gleichseitige Hyperbel auch angesehen 
werden als eine ümlegung aus der durch ihre Hauptaxe 
gehenden Normalebene zur Tafel (Fig. 36, Tafel V); wir 
wollen diese ümlegung oder Aufrichtung speciell als die 
conjugirte der vorigen bezeichnen, weil sich zeigen wird, 
dass dieses einfache Princip zu wichtigen Consequenzen führt. 
Wir erlangen den einfachsten Ausdruck derselben im An- 
schluss an die Festsetzungen des Art. 62. Bezeichnen wir 
die beiden Axen der Hyperbel als rechtwinklige Axen in der 
Tafel durch x und y, die in ihrem Schnittpunkte zur Tafel 
errichtete Normale als Axe 0j so dass jeder Punkt P des 
Raumes die Länge der von ihm zur Tafel gehenden Nor- 
male PP^ zu seiner Coordinate ^ und die senkrechten Ab- 
stände des Fusspunktes P^ von den Axen x und y in der 
Tafel zu seinen Coordinaten y und x hat; bemerken wir auch, 
dass damit der aus dem Punkte (x, y) oder P^ mit dem Ra- 
dius P^P '=^ z beschriebene Kreis der Bildkreis des Punktes 
P oder {xy y, 0) ist. Dann ward in Art. 60 die gleichseitige 
Hyperbel aus der Ebene yi2 in die Tafel niedergelegt, so dass 
die ^-Coordinaten ihrer PunkJ;e der Axe x parallel wurden; 
in der Relation ^^ = r^ + y^ (Art. 62) hatten wir die Zu- 
sammenfassung der bisher entwickelten Eigenschaften; man 
nennt sie (genau genommen mit x = zusammen) die Glei- 
chung der Hyperbel. Denken wir nun die nämliche gleich- 
seitige Hyperbel in der Tafel als Umlegung aus der Ebene 
0:0, der Normalebene zur Tafel durch ihre Hauptaxe, so sind 
nun die x in der Tafel und die als durch Umlegung der 
Axe y parallel geworden zu interpretiren, oder die Relation, 
die wir als Gleichung der Hyperbel bezeichnen, ist nun 

zu schreiben in der Form x^ = r^ -\- 0^'^ mit y = zu- 

5* 
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sammen liefert sie alle Punkte der Hyperbel. In der Um- 
legung ist nun die nämliche gleichseitige Hyperbel wie vor- 
her der Ort der zur Hauptaxe x normalen Durchmesser der 
ßildkreise aller Punkte dieser Hyperbel. Wir bezeichnen auch 
die Gesammtheit dieser Bildkreise als ein Büschel von 
Kreisen und nennen es insbesondere nach dieser seiner Ent- 
stehung das conjugirte Büschel zu dem vorigen. 

69. Der aus dem Axenschnittpunkte C^ durch die Schei- 
tel M, M* beschriebene Kreis — der Scheitelkreis der Hy- 
perbel und der Distanzkreis der Centralprojection — der dem 
vorigen Büschel von Kreisen angehört, hat den Radius r, und 
die Relation a:^ = r^ + 0^ sagt aus, dass der mit dem 
Radius beschriebene Bildkreis des Hyperbelpunk- 
tes (x, 0, 0) den Scheitelkreis orthogonal schneidet; 
denn (Fig. 36) für D als Schnittpunkt des Scheitelkreises 
mit dem aus P^ durch (P) beschriebenen Bildkreise von P ist 
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das von den Radien des Schnittpunktes mit der Centrale ge- 
bildete Dreieck ist also bei jenem Schnittpunkte rechtwinklig 
oder der Radius des Bildkreises ist immer die Tangente des 
Scheitelkreises im Schnittpunkte. Zugleich ist ersichtlich, 
dass jeder Bildkreis den Scheitelkreis in zwei reellen Punk- 
ten schneidet, unser Büschel der Bildkreise besteht 
also nun aus den sämmtlichen Kreisen, welche aus 
den Punkten der Hauptaxe so beschrieben sind, 
dass sie den Scheitelkreis unter rechten Winkeln 
schneiden. 

Für die Endpunkte des in der Hauptaxe liegenden Scheitel- 
kreisdurchmessers als Centra sind die Bildkreisradien Null, weil 
a? =s r^ d. h. a; = + ** fordert, dass 0^ = ist, oder entspre- 
chend den Scheiteln M, M* der gleichseitigen Hyperbel, die 
als in der Drehungsaxe x der ümlegung befindlich, an ihrem 
Platze bleiben. Wir nennen diese Punkte als Kreise vom 
Grenzwerthe Null des Radius im Büschel die Grenzpunkte 
des Büschels oder auch die Nullkreise desselben; und 
das Büschel dem vorigen als Büschel mit reellen Grund-* 
punkten gegenüber das Büschel mit reellen Grenzpunk- 
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ten. Und man sieht, dass von zwei conjugirten Büscheln 
das eine reelle Grundpunkte und das andere reelle Gi'enz- 
punkte hat, sowie dass die Grenzpunkte des einen von 
zwei conjugirten Büscheln die Grundpunkte des an- 
dern sind. Sie sind die Scheitel der gleichseitigen Hyperbel, 
welche . als aufgerichtet in die Normalebene zur Tafel durch 
die Hauptaxe resp. durch die Nebenaxe durch die Kreise der 
Büschel als durch die Bildkreise ihrer Punkte dargestellt 
wird. Da die zur Centrale rechtwinklige Axe in der Um- 
legung den Bildkreis des unendlich fernen Punktes der einen 
wie der andern Asymptote in der Aufrichtung darstellt, 
sowohl in der ursprünglichen als in der conjugirten, so sind 
die Kreise der Büschel mit unendlich grossem Badius die 
Axen, nämlich jeweilig die zur Centrale normale. 

70. Di^ Abhängigkeit eines Büschels von dem 
zu ihm conjugirten wird am prägnantesten durch den Satz 
ausgedrückt, wonach jeder Kreis des einen von allen 
Kreisen des andern orthogonal geschnitten wird. In 
der That erhält man diesen Satz unmittelbar aus den funda- 
mentalen Relationen. In der Tafel sind die z der ersten Re- 
lation (der des Art. 62) die x und die z der zweiten (Art. 68) 
die j^, so dass für das Büschel mit reellen Grundpunkten 
^3 __ y2 _j_ y2 ^jj^j fuj. ^g^g 2u ihm conjugirte Büschel mit 

reellen Grenzpunkten dieselbe Gleichung oder y? — y^ = t^ 
erhalten wird. Betrachten wir nun zwei beliebige Punkte 
p(i), p(i5) (Fig. 37) {x^, yi) und {x^, y^ der Hyperbel als ab- 
gebildet durch einen Kreis des ersten aus T^^^ und resp. durch 
einen Kreis des zweiten Büschels aus Pi^^^, so ist 

x^ =s r^ + y^ und y^ = x^ — r^ 
und somit durch Addition beider Gleichungen 

^x + y% = ^% + yi'- 

Nun ist x^ + y^ das Quadrat der Centrale Pj^^^P^^^) beider 
Kreise und x^ der Radius des ersten, y.^ der des zweiten, so- 
dass die Summe der Radienquadrate immer dem Quadrate 
der Centraldistanz gleich ist, bekanntlich die Bedingung des 
rechtwinkligen Schnittes beider Kreise. 

Wir sehen nun, dass es nur ein specieller Fall dieses 
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Satzes ist, wenn alle Kreise des zweiten Büschels den Schei- 
telkreis rechtwinklig schneiden, da dieser dem ursprünglichen 
Büschel angehört. Wir erinnern dabei daran, dass für jede 
zwei Kreise, die einander rechtwinklig schneiden, der Satz 
gilt: Jeder Durchmesser des einen Kreises wird vom 
andern harmonisch getheilt, wenn er reell ges^jhnit- 
ten wird. 

Die Polare eines Punktes Ä im einen Kreise P^^^ 
in Bezug auf den andern Kreis P^^^ von zwei ortho- 
gonal schneidenden geht durch den andern Endpunkt 
B seines Durchmessers. Denn (Fig. 37) für E als zweiten 
Schnitt von AP^^^^ mit P^*^ und D als Schnittpunkt beider 
Kreise ist P/^)^ . P^i^)E = F^D^' und da L AEB = 90« 
ist, so ist BE die Polare von A in Bezug auf P<^>. Offen- 
bar liefert dieser Satz eine Construction des Kreises, der durch 
einen Punkt geht und zwei gegebene Kreise orthogonal schnei- 
det; also nach dem Vorigen auch die Bestimmung des 
Kreises in einem Büschel mit Grenzpunkten, welcher 
einen gegebenen Punkt enthält. Wir erhalten weiterhin 
andere Mittel dafür. 

Insbesondere fallen die Polaren des Grenzpunktes M* 
durch den Grenzpunkt M gehend in die Normale zu MM"^. 

In Folge dessen bilden die Polaren eines Punktes A in 
Bezug auf alle Kreise eines Büschels ein Strahlbü- 
schel; wir finden seinen Scheitel als den zweiten Bndpunkt des 
nach A gehenden Durchmessers in demjenigen Kreise des conju- 
girten Büschels, welcher durch Ä geht. Auch ist E der Mittel- 
punkt dieser Polare als Sehne ihres Kreises P^^^ und somit 
der Kreis P^^^ der Ort dieser Mitten für alle die Polaren 
von -4; etc. 

Aus x^ — 0^ = r^ folgt (x -\- 0) {x — ;8?) = r^y d. h. im 
Büschel mit Grenzpunkten haben die Abstände der Paare der 
in der Centrale liegenden Durchmesser-Endpunkte der Kreise 
vom Centrum constantes positives Product; diese Paare bilden 
also eine involutorische Reihe mit positiver Potenz, 
oder eine Involution, in der die Paare einander nicht trennen 
und die vom Centrum in der Entfernung r liegenden Punkte 
sich selbst entsprechen — die Durchmeser- Endpunkte der 
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Nullkreise oder die Grenzpunkte sind reelle Doppelpunkte 
der Involution. In der Form 

X-^-Z X — z ^ 

r r 

sagt die Relation aus, dass die Polare vom Durchmesser- 
Endpunkt (X'-\-d) in Bezug auf den Scheitelkreis mit 
der Ordinate desselben für den Durchmesser-End- 
punkt {x — z) zusammenfällt. (Fig. 36.) 

71, Die Rechtwinkligkeit des Schnittes zwischen allen 
Kreisen eines Büschels und den Kreisen des ihm conjugirten 
Büschels erlaubt einen andern für das Folgende nützlichen 
Ausdruck. Zwei Kreise schneiden sich in einem Punkte 
rechtwinklig, wenn von den Radien dieses Punktes jeder die 
Tangente des andern Kreises ist; somit sind die Radien von 
einem bestimmten Kreise des einen Büschels Tangenten für 
die (und zwar für alle) Kreise des andern Büschels und daher 
ist die Centrale des einen Büschels zugleich der Ort 
der Punkte, von welchen aus an die Kreise des andern 
Büschels Tangenten von gleicher Länge gehen. So 
für alle Punkte der Nebenaxe, als von welchen aus stets 
reelle Tangenten an jeden Kreis des Büschels mit Grenz- 
punkten gehen. Für die Punkte der Hauptaxe und die Kreise 
des Büschels mit Grundpunkten ist zu unterscheiden zwischen 
den innerhalb der Strecke der letzten und den ausserhalb 
derselben gelegenen; von den letzten gehen gleichfalls an alle 
Kreise des Büschels reelle Tangenten von gleicher Länge; 
für die Grundpunkte selbst haben die Tangenten sämmtlich 
die gleiche Länge Null, für die Punkte zwischen denselben 
aber sind die Tangenten nicht reell. Nun ist für einen Punkt 
und einen Kreis auf allen durch den Punkt gezogenen Se- 
canten desselben das Product der vom Punkte aus gezählten 
Abschnitte constant, mit Berücksichtigung der Zeichen ne- 
gativ für einen inneren und positiv für einen äusseren Punkt, 
so dass die reelle Quadratwurzel aus dieser positiven Con- 
stanten im letzten Falle die Tangentenlänge vom Punkte an 
den Kreis liefert; und man nennt dieses constante Product 
die Potenz des Punktes in Bezug auf den Kreis. Ist 
der Punkt ein innerer, so ist die Hälfte der von ihm halbirten 
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zu seinem Durchmesser rechtwinkligen Sehne der Wurzel 
aus dem absoluten Werthe der Potenz gleich. So für die 
Punkte der Hauptaxe zwischen den Scheiteln. Wäre A (Fig. 38) 
ein solcher Punkt, so ist der Werth der Potenz desselben 
in Bezug auf alle Kreise des Büschels mit Grundpunkten 
MjM* constant, negativ und gleich AM , AM*] die mitt- 
lere geometrische Proportionale dieser Abschnitte ist jene halbe 
Sehne, der Radius eines Kreises, der von allen Krei- 
sen des Büschels in den Endpunkten je eines Durch- 
messers geschnitten wird. (Vergl. Art. 60 und weiter- 
hin Art. 92.) Die Potenz des Hyperbelmittelpunktes hat den 
absoluten Werth r^. Für alle Punkte der Nebenaxe wie 
der Hauptaxe der gleichseitigen Hyperbel ist hiemach der 
zusammenfassende Ausdruck gerechtfertigt, dass sie Punkte 
gleicher Potenzen für alle Kreise des Büschels mit 
Grenzpunkten resp. des Büschels mit Grundpunkten 
sind, oder dass diese Axen die Linien gleicher Poten- 
zen oder die Radical-Axen der Kreise der Büschel sind, 
oder auch irgend eines Paares von Kreisen, welche 
einem dieser Büschel angehören. 

Wir erwähnen nur kurz, dass hieraus für jede die Kreise 
des Büschels schneidende Gerade der Satz entspringt, dass 
die Paare ihrer Schnittpunkte mit den Kreisen des 
Büschels eine Involution bilden, in der der Schnittpunkt 
mit der Potenzlinie des Büschels dem unendlich fernen Punkte 
entspricht und deren Doppelpunkte in den die Gerade be- 
rührenden Kreisen des Büschels liegen. 

72, Die Potenzlinie oder Radical-Axe von zwei Kreisen 
ist also ihre gemeinschaftliche Secante, wenn sie sich reell 
schneiden; sie wird zur gemeinsamen Tangente im Berüh- 
rungspunkte der Kreise, wenn diese einander berühren, gleich- 
viel ob ausschliessend oder einschliessend. Ist der Radius 
des einen Kreises unendlich klein, so ist die Potenzlinie die 
Verbindungslinie der Mittelpunkte aller von ihm ausgehen- 
den Strecken, die in der Polare des Punktes in Bezug auf 
den andern Kreis endigen; so für einen Grenzpunkt und einen 
beliebigen Kreis des Büschels mit Grenzpunkten: Die Polare 
des Grenzpunktes M* in Bezug auf alle Kreise des Büschels 
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ist die Scheiteltangente der Hyperbel in My und umgekehrt. 
Die Potenzlinie zwischen gleichen Kreisen ist die senkrechte 
Halbirungslinie ihrer Centraldistanz; die Potenzlinie zwischen 
zwei Punkten die senkrechte Halbirungslinie ihres Abstan- 
des; so für die Grenzpunkte My M*. 

Ist femer der Radius des einen Kreises unendlich gross, 
so fällt die Potenzlinie, gleichviel ob der Radius des andern 
endlich oder Null ist, mit der den ersten vertretenden Ge- 
raden zusammen; die Linie gleicher Potenzen liegt in der 
zur Centrale des Büschels normalen Axe der Hyperbel (vgl. 
oben Art. 71). 

Wenn zwei Kreise von einem dritten Kreise geschnitten 
werden, so liegt der Convergenzpunkt der Sehnen, die sie 
mit ihm gemeinsam haben, in ihrer Potenzlinie; denn seine 
Potenzen in Bezug auf sie sind beide gleich seiner Potenz 
in Bezug auf den dritten. Die P.otenzlinie der beiden Kreise 
ist die von auf ihre Centrale gefällte Senkrechte — ein 
zur Construction derselben im Falle der nicht schnei- 
denden Kreise practisches Mittel. 

Überhaupt schneiden sich die Potenzlinien der aus drei 
Kreisen der Tafel gebildeten Paare in einem Punkte; denn 
der Schnittpunkt der Potenzlinien der Kreise 1 und 2 und 
der Kreise 2 und 3 hat auch in den Kreisen 1 und 3 gleiche 
Potenzen nach der Definition. Man nennt diesen Punkt das 
Potenzcentrum oder Radicalcentrum der drei Kreise. 
Wenn sie sich schneiden, so ist er der Schnittpunkt ihrer 
gemeinsamen Sehnen, im Falle des Berührens der gemein- 
samen Tangenten. Für drei gleiche Kreise, insbesondere für 
drei Punkte, ist das Potenzcentrum der Schnittpunkt der senk- 
rechten Halbirungslinien ihrer Centralen in Paaren. Für drei 
gerade Linien als gleiche Kreise von unendlich grossen Ra- 
dien ist als Potenzcentrum jeder der vier Schnittpunkte der 
Halbirungslinien ihrer Winkel anzusehen. 

73. Wir nennen auch den um das Potenzcentrum mit 
der Quadratwurzel aus der gemeinsamen Potenz als Radius 
beschriebenen Kreis den gemeinsamen Potenzkreis; sein 
Radiusquadrat ist das der Länge der gleichen Tangenten oder 
der halben Länge der kleinsten Sehne durch das Centrum; 
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in den besonderen Fällen wird daher der Potenzkreis für 
drei Punkte der durch sie gehende Kreis, für drei Gerade die 
unendlich ferne gerade Linie. 

Wenn insbesondere über den Distanzen von drei belie- 
bigen Punkten A, B, C als Durchmessern Kreise beschrieben 
werden, so ist der Schnittpunkt der drei Höhen ÄÄ\ BB\ 
CC des Dreiecks ABC ihr Potenzcentrum und der mit den 
zugehörigen Tangentenlängen resp. kleinsten Halbsehnen oder 
den geometrischen Mitteln der Höhenabschnitte um dasselbe 
beschriebene Polarkreis des Dreiecks der Potenzkreis der ge* 
nannten Kreise. Er wird von ihnen beim spitzwinkligen Drei- 
eck diametral, beim stumpfwinkligen orthogonal geschnitten. 

Ziehen wir femer aus den Ecken A,B,C gerade Linien 
AA^j BB*, CG* und beschreiben wir über den zwischen 
den Ecken und den Gegenseiten in ihnen enthaltenen Strecken 
AA*y BB"^, CG* als Durchmessern Kreise, so ist der Höhen- 
schnitt auch ihr Potenzcentrum und das Product 0-4 . 0^' 
= OB . OB' = 0(7. 00' der Höhenabschnitte der gemein- 
same Werth der Potenz, woraus der Radius des Potenzkreises 
erhalten wird. 

Sind J.*, JB*, 0* insbesondere die Schnittpunkte von BC, 
GA, AB mit einer Geraden, so sind AA*,BB*, GG* für jedes 
der vier Dreiecke ABG, AB*G*, BG'^A'^, GA*B* Strecken 
von den Ecken zu den Gegenseiten und daher die Polar- 
kreise dieser vier Dreiseite, d. h. die aus ihren Höhenschnitt- 
punkten mit den geometrischen Mitteln ihrer Höhen- Abschnitte 
als Radien beschriebenen Kreise, orthogonal zu den über 
AA*, BB*y GG* als Durchmesser beschriebenen Kreisen. 
Sie bilden daher ein Büschel wie jene und zwar das con- 
jugirte zu dem Büschel derselben. 

Drei Kreise K^, Kg, Kg von den Radien r^, ^g, r^ liefern 
durch die Verbindungsstrecken ihrer drei Paare von Ahnlich- 
keitspunkten als Durchmesser von Kreisen die drei Ahnlich- 
keitskreise Kjg, K23, Kgi, die Orter der Punkte, deren Ab- 
standsverhältniss von den Mittelpunkten der Grundkreise dem 
der Radien derselben gleich ist, sodass man für den ersten, 
zweiten, resp. dritten die Relationen hat 

p • p -*• • ^ P * P —— Y * Y P * P «f* • Y » 
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und da jede von diesen die Folge der beiden anderen ist, so 
sehen wir, dass die drei Ahnlichkeitskreise ein Büschel 
bilden oder dieselbe Potenzlinie und Centrale und in jener 
ein reelles oder nicht reelles gemeinsames Paar von Punkten 
haben. Dies ist die Wiederholung des im Vorigen für das 
allgemeine Vierseit Gesagten für das Vierseit der Ahn- 
lichkeitsaxen zu drei Kreisen. 

74. Nach dieser Erörterung der nächstliegenden Conse- 
quenzen lösen wir zunächst die Aufgabe des Art. 63, die einer 
gegebenen linearen Reihe angehörigen Kreise eines 
Büschels zu construiren, auch für das Büschel mit Grenz- 
punkten. Wenn wir ein solches Büschel durch zwei seiner Kreise, 
d. h. durch zwei sich nicht reell schneidende Kreise gegeben 
denken, so wissen wir aus Art. 68, dass die zugehörige gleich- 
seitige Hyperbel durch die Endpunkte ihrer zur gemeinsamen 
Centrale rechtwinkligen Durchmesser bestimmt ist und damit 
das Büschel selbst, wie auch insbesondere seine Grenzpunkte, 
die Scheitel der Hyperbel. Wir nehmen wieder den Scheitel- 
kreis der Hyperbel und des Büschels als Distanzkreis und 
geben eine in der Normalebene der Tafel durch die Haupt- 
axe der Hyperbel gelegene Gerade durch ihren Fusspunkt S 
in der Hauptaxe und den Bildkreis eines ihrer Punkte, etwa 
insbesondere den ihres Verschwindungspunktes i?, der dem 
Distanzkreise gleich und gleichstimmig ist; sie wird die gleich- 
seitige Hyperbel im Allgemeinen in zwei Punkten P<^) und 
P(^) schneiden, deren Bildkreise die verlangten Kreise sind. 

Wir denken (Fig. 39) die Gerade SR mit ihrer Normal- 
ebene zur Tafel in diese umgelegt in S{B) und erhalten die 
Umlegungen der Punkte P^^^ und P^*) als Schnittpunkte ihrer 
Umlegung mit der mit umgelegten Hyperbel des Büschels. 
Dabei wird offenbar, dass diese Schnittpunkte in- der üm- 
legung dieselben sind, ob wir die Hyperbel und die umge- 
legte Gerade wie geschehen als aus der Normalebene durch 
ihre Hauptaxe oder als aus der Normalebene durch ihre 
Nebenaxe umgelegt ansehen! 

Indem wir aber das letzte thun, wird die Gerade S{R) 
zur Umlegung derjenigen Geraden der Normalebene durch 
die Nebenaxe, welche in ihrem Durchschnitt S* mit dieser 
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ihren Durchstosspunkt und für welche der dem Distanzkreise 
gleiche und gleichstimmige Kreis den Mittelpunkt R^* hat; 
denn (R*) liegt im Abstände r = MC^ ^=^ C^M* von der 
Nebenaxe, wie vorher (JB) in demselben Abstände von der 
Hauptaxe. Man schneidet nun (nach Art. 63) die Parallele 
zu S*M durch Rj* mit dem aus M durch C^ beschriebenn 
Kreise in P*(i) und P*^^)^ erhält in den Radien dieser Punkte 
und auf der Nebenaxe die Punkte Pj*(i> und P*^^\ aus ihnen 
durch Perpendikel zur Nebenaxe in der Umlegung der Geraden 
die Schnittpunkte P^^^ und P^^^ mit der umgelegten Hyper- 
bel und durch die Perpendikel zur Hauptaxe in P/^^Pj^^^ die 
Centra der Kreise des Büschels mit Grenzpunkten, die der 
Aufgabe entsprechen. Die gefundenen Kreise (durch P^^^ 
und P(2) resp.) sind zum. Distanzkreise als dem Scheitelkreis 
der Hyperbel orthogonal, sowie die in der analogen Auf- 
gabe des Art. 63 zu ihm diametral sind. 

76. Augenscheinlich hat man in der Construction" der 
vorigen Aufgabe zugleich die Construction der Schnitt- 
punkte einer beliebigen Geraden mit einer durch 
ihre Scheitel bestimmten gleichseitigen Hyperbel 
gefunden. Man betrachtet dieselbe als die ümlegung einer 
Geraden aus der durch die Nebenaxe der Hyperbel gehen- 
den Normalebene zur Tafel und construirt die Schnittpunkte 
aus Ä* und JB^* wie vorher. Macht die Gerade gleiche Winkel 
(also 45®) mit den Axen, so wird SR^ = S^R^* = r und 
P(^) fällt in die Parallele durch M zur Nebenaxe, d. h. der 
eine' Schnittpunkt der Hyperbel des Büschels und der Ge- 
raden der linearen Reihe — einer Reihe mit gemeinsamem 
Berührungspunkte — ist unendlich fem. Wir wollen nur 
den besonderen Fall noch betrachten, wo die Gerade zur 
Hauptaxe normal oder die betrachtete lineare Reihe eine 
concentrische und das Büschel ein Büschel mit Grenzpunkten 
ist, weil in derselben sich die entwickelte Construction zu- 
nächst zu versagen scheint. (Der Fall der concentrischen 
Reihe im Büschel mit Grundpunkten ist offenbar durch Art. 
66 schon erledigt.) Ist S^ der Fusspunkt der Geraden in der 
Hauptaxe (Fig. 39), so sind alle Bildkreise ihrer Punkte, an- 
gesehen als Umlegungen aus der Normalebene zur Tafel 
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durch die Nebenaxe, Kreise vom Radius C^S^y und da nach 
der Erörterung der Durchdringung der gleichseitigen zur 
Tafel normal-axigen Rotationskegel aus M und M* in Art 
58 für jeden Punkt P derselben der Fusspuukt P^ der zu- 
gehörigen Tafelnormale im Abstände PP^ von beiden Kegel- 
spitzen liegt, so schneidet ein Kreis um M mit dem Radius 
C^S^ aus der Nebenaxe die zwei Punkte aus, deren Perpen- 
dikel zu dieser die Schnittpunkte P^^^\ P^^^^ der Hyperbel mit 
der betrachteten Geraden liefern. In Fig. 39 geben die punk- 
tirten Linien diese Construction. * ^ 

Die Schnittpunkte der Nebenaxe selbst mit der gleich- 
seitigen Hyperbel ergeben sich darnach als ihre Schnittpunkte 
mit den Kreisen vom Radius Null, die man um die Scheitel 
beschreiben kann. Wenn man sich diese Kreise als die Orte 
der Schnittpunkte rechtwinkliger Strahlenpaare aus den End- 
punkten eines Durchmessers vorstellt, so sieht man, dass 
diese Strahlenpaare die Involution rechter Winkel um den 
betrachteten Scheitel bilden und dass die Reihe ihrer Schnitt- 
punkte mit der Nebenaxe die involutorische Reihe des Art. 61 
vom Mittelpunkte C^ und der Potenz — r^ in derselben ist. 
Ihre sich selbst entsprechenden Punkte sind nicht reell und 
liegen in Abständen + ^ V — 1 vom Centrum C^ ; sie sind 
die Grenzpunkte des Büschels mit Grundpunkten und die 
Grundpunkte des zu ihm conjugirten Büschels mit Grenz- 
punkten; der mit r um C^ beschriebene Kreis, der Scheitel- 
kreis der gleichseitigen Hyperbel, giebt uns das einzige zum 
Centralpunkte symmetrische Paar dieser Involution. 

76. Wir haben in Art. 64 den Ausdruck Potenzkreise 
gebraucht für die um die Ähnlichkeitspunkte zweier Kreise 
als Centra beschriebenen Kreise des durch sie bestimmten 
Büschels und wollen nun diese Kreise in dem Zusammenhang 
der zuletzt gemachten Entwickelungen betrachten. Wir können 
kurz sagen, sie veranschaulichen die Potenz des gemein- 
samen Ahnlichkeitspunktes für zwei verschiedene 
Kreise, so dass man daraus für zwei sich deckende Kreise 
die Potenz eines beliebigen Punktes wieder erhält. 

Wenn man nämlich durch einen Ahnlichkeitspunkt S 
von zwei beliebig gegebenen Kreisen in der Tafel irgend zwei 
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gerade Linien zieht/ welche in A^, B^ und resp. C^, D^ den 
ersten Kreis und in A^j B^ resp. C^, D^ den zweiten Kreis 
schneiden (Fig. 40), so dass Punkte von einerlei Buchstaben 
entsprechende Punkte in der Ähnlichkeit der Kreise für den 
benutzten Ahnlichkeitspunkt S sind, so ist 

SA-y . SB2 = SBi . SA^ = SCi . 81)2 = SD^ . SC2' 

Denn zieht man z. B. die Sehnen -4iDi, B^C^ und -^gDg, so 
ist die erste der letzten als der ihr entsprechenden Geraden 
parallel und die Winkel der Vierecke A^B^C^D^^ und A2B^C^D2 
sind daher paarweis einander gleich;. es muss also das zweite 
einem Kreise eingeschrieben sein, weil das erste dem ersten 
Kreise eingeschrieben ist. Auf gleiche Weise findet man aus 
den parallelen Sehnen A^C^, ^2^2» <^^ss J^^iDiOg ein Kreis- 
viereck ist, aus den Parallelen B^C^, B2C2 dasselbe für 

geschriebenen Relationen drücken aber genau nichts anderes 
aus als dies. Man nennt das für alle Strahlen aus dem Ähn- 
lichkeitspunkte constante Product der Abschnitte, welche die 
nicht entsprechenden Punktepaare beider Kreise in ihnen bil- 
den, die gemeinschaftliche Potenz der beiden Kreise 
in Bezug auf diesen Ahnlichkeitspunkt und unterschei- 
det innere und äussere gemeinschäTftliche Potenz, je 
nachdem der benutzte Ahnlichkeitspunkt der innere oder der 
äussere ist. 

Mit den Bezeichnungen *"i, ^2? ^n ^2; ^1? ^7 ^ ^^s Art. 22 
hat man auch für den Werth der Potenz des äusseren Ähn- 
lichkeitspunktes 

Pa = («1 + n) (0^2 - ^2) = K — ^1) («2 + ^2) == 

iff^ir + r:) C-^ - r,) =^^f^^ [c^ - (., - r^Y) ; 
und ebenso für die des inneren 
P.^{H + r,)(i,+ r,)^(^^ + r,) (- ^- + .,) = 

Man sieht, jene verschwindet bei einschliessender Berührung, 
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d. h. für c = r^ — r2, und diese bei aussehliessender Berüh- 
rung oder für c = r^ + r^; sie können auch negativ werden, 
nämlich jene für r^ — ^2 > ^ "^^ diese für ^i + ^g < ^? d* ^* 
bei einschliessender resp. aussehliessender Lage der Kreise. 

Jedes Paar von Punkten in einem Ahnlichkeitsstrahle, für 
welches das Product der Abstände vom Ahnlichkeitspunkte 
diesen constanten Werth hat — auch dem Vorzeichen nach, 
— wenn wir dasselbe nach der Gleichheit oder dem Gegen- 
Satze des Sinnes der Strecken vom Ahnlichkeitspunkte nach 
den Schnittpunkten als positiv oder negativ bestimmen, heisst 
ein Paar von potenzhaltenden Punkten für diesen Ähn- 
lichkeit spunkt und diese Kreise; und zwei Paar poteuzhaltende 
Punkte in zwei verschiedenen Strahlen desselben Ahnlichkeits- 
punktes liegen immer in einem Kreise; offenbar schneidet auch 
jeder andere Strahl aus demselben Ahnlichkeitspunkte diesen 
Kreis in einem weiteren Paar von potenzhaltenden Punkten. 
Derselbe schneidet beide Kreise unter gleichen Winkeln. Man 
kann sagen, dass die Punkte der potenzhaltenden Punkte- 
paare einander vertauschbar also nach Art der Element« 
der Paare einer Involution entsprechen; diese Correspon- 
denz.oder Abbildung soll jetzt mit Unterscheidung der 
wesentlichen verschiedenen Fälle näher besprochen werden. 

77. Wenn sich die gegebenen Kreise in reellen 
Punkten schneiden, und AA^B^^A^B^ ein Strahl aus dem 
äusseren Ahnlichkeitspunkte A ist (Fig. 41), so hat man für 

AA^ . AB., = AB^ . AA^ = ~ÄC\ 
weil positiv, in der Länge ^Cden Radius des äusseren Po- 
tenzkreises und bezeichnet die Abhängigkeit der Punkte A^ 
und ^2 und wieder B^ und A^ von einander als Abbildung 
durch reciproke Radien in Bezug auf den äussern 
Potenzkreis als Distanzkreis. Denkt man nämlich den 
Radius des äussern Potenzkreises als Einheit der Länge, so 
sind die Abstände entsprechender Punkte auf demselben Ahn- 
lichkeitsstrahl vom Ahnlichkeitspunkte reciproke Längen, oder 
für X, X' als ein solches beliebiges Paar potenzhaltender 

Punkte ist 

^X.^X' = 1; 

oder mit deö;i Radius Va des äusseren Potenzkreises allgemeiner 



80 n. Geometrie der Kreiabüschel und Kreisnetze. 77. 

Ist dagegen J der innere Ahnlichkeitspunkt der Kreise 
und sind die Punkte C^, D^, Cg, Dg die Schnittpunkte der 
Kreise mit einem von ihm ausgehenden Ahnlichkeitsstrahle^ 
so dass 

«7Ci . JD2 = JDi . JC2 ist, setzen wir = JC* ; 

so ist, weil diese Producte positiv sind, JC* der Radius des 
inneren Potenzkreises; oder für X, X' als potenzhaltende 
Punkte eines Strahles aus J und rj als Radius des inneren 
Potenzkreises 

JX.JX^r/, 

die Abbildung durch reciproke Radien in Bezug auf 
den inneren Potenzkreis als Directrixkreis. 

In beiden Fällen entsprechen die Punkte des Direc- 
trixkreises und nur dieae sich selbst. 

Sind G und H die Punkte des Directrixkreises in dem 
Durchmesser der Punkte X und X\ so ist die Gruppe GJäXX' 
eine harmonische Gruppe; denn die. harmonische Relation 

GX.HX' + GX\HX=0 

geht für M als Mittelpunkt des Segments GH oder des Di- 
rectrixkreises wie in Art. 61 über in 

MG^ = MH^ = MX.MX\ 

Man sieht daraus, dass der nach reciproken Radien in 
Bezug auf einen gegebenen Directrixkreis dem Punkte 
Xentsprechende Punkt X' der Schnittpunkt des nach 
X gehenden Durchmessers mit der Polare von X im 
Directrixkreise ist. Insbesondere entspricht auch deshalb 
jedem unendlich fernen Punkte der Mittelpunkt des Directrix- 
kreises. 

Wenn X^, F^, Xg, Fg die Schnittpunkte zweier Ahnlich- 
keitsstrahlen 1 und 2 im einen oder anderen Falle mit einem 
Kreise K sind, so dass für S als Ahnlichkeitspunkt 

SXi . Sil = SX2 . SY2 

ist, so wird für ihre nach reciproken Radien für den entspre- 
chenden Potenzkreis vom Radius rp entstehenden Bilder X/, etc. 

SX, . ÄX/ = rp^, etc. 
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und somit 

oder auch diese liegen auf einem Kreise K'; und da dies für 
alle Punktepaare des Kreises K in den schneidenden Ahnlich- 
keitsstrahlen gilt, so entspricht einem Kreise nach reci- 
proken Radien wieder ein Kreis. Die Schnittpunkte 
solcher entsprechenden Kreise liegen nothwendig auf dem 
Directixkreise. 

Wenn wir sahen, dass zwei Paare potenzhaltender Punkte 
in verschiedenen Ahnlichkeitsstrahlen immer in einem Kreise 
liegen, so sehen wir nun, dass ein solcher Kreis sich selbst 
entspricht, indem jedem seiner Punkte der auf demselben 
Ahnlichkeitsstrahle oder Radius vector liegende zweite Punkt 
in ihm entspricht; die berührenden Radien vectoren liefern 
als Berührungspunkte die sich selbst entsprechenden oder 
vereinigten unter diesen Paaren und diese müssen nach dem 
Vorigen auf dem Directrixkreise liegen, d. h. ein solcher 
Kreis schneidet den Directrixkreis rechtwinklig. Ist 
also R sein Radius und der Abstand seines Mittelpunktes 
vom Centrura seines Directrixkreises, so hat man 0^ == j) + -^^ 
weil der Werth der Potenz p das Radiusquadrat des Directrix- 
kreises ausdrückt. Mau zeichnet ihn darnach in Fig. 40 leicht ein. 

Ein Kreis vom Radius r geht für reciproke Radien vom 
Anfangspunkte in der Distanz von seinem Mittelpunkte 
und vom Radius der Directrix gleich Eins in einen Kreis 

vom Radius / über mit r = -^-^ — j und der Entfernung des 

Mittelpunktes vom Anfangspunkte 0' = -^-^ — ^* Denn für 

A', B' als Bilder der Endpunkte Ä, B seines von aus- 
gehenden Durchmessers hat man 

OA' -0B' = 2r=— ^ ^'' 



o — r • + r 0* — r* ' 
und 

OB + r = — j \- -ä 5 = --. -2 . 

Für p als Radiusquadrat der Directrix träte der Factor p hin- 
zu; die Abbildungen desselben Originals durch reciproke Ra- 
dien aus demselben Centrum sind ähnliche und ähnlich ge- 

Fi edler, Gyklographie. G 
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legene Figuren- mit dem Verhältnisse der entsprechenden Po- 
tenzen als Ahnlichkeitsverhältniss. 

Denkt man die benutzten Radien vectoren einander un- 
endlich nahe, so wird jeder durch ihre Schnittpunktpaare mit 
entsprechenden Kreisen gehende also sich selbst entsprechende 
und zum Potenzkreis P normale Kreis zum Berührungs- 
kreise derselben in diesen Punkten wie in A^, JJg» ^^^p. D2, 
Ol in Fig. 41, und der zugehörige Radius vector schneidet da- 
her beide entsprechenden Kreise in den entsprechenden Punk- 
ten unter gleichen Winkeln von entgegengesetztem Drehungs- 
sinne. Daraus folgt der allgemeine Satz: Entsprechende 
Winkel, d.h. Winkel zwischen entsprechenden Linien- 
paaren, in Figuren, welche durch die Abbildung^ach 
reciprokenRadien von einander abhängen, sind gleich 
gross. 

78. Wir sprechen die gewonnenen Resultate in Bezug 
auf das Kreisbüschel mit reellen Grundpunkten aus, 
welches die gegebenen Kreise bestimmen und dem auch ihre 
beiden Potenzkreise angehöreu : Wenn man durch einen Punkt 
der Centrale, d. h. der Nebenaxe der zugehörigen gleichsei- 
f> tigen Hyjiferbel, gerade Linien zieht, welche die Hyperbel 
schneiden, sodass jener Punkt ein gemeinsamer Ähnlichkeits- 
punkt ist für die Paare der Bildkreise ihrer Schnittpunkte 
mit derselben, so ist in jedem dieser Paare der eine Kreis 
die Abbildung des andern durch reciproke Radien in Bezug 
auf den dem Büschel angehörigen Kreis als Directrix, der 
jenen Ahnlichkeitspunkt zum Centrum hat. Der unter 45^ 
zu den Axen geneigte unter jenen Strahlen liefert im Bild- 
kreise seines im Endlichen liegenden Schnittpunktes mit der 
Hyperbel des Büschels einen Kreis, dem die Hauptaxe der- 
selben nach reciproken Radien entspricht; es ist klar, dass 
derselbe durch den Mittelpunkt des Directrixkreises, den Fuss- 
punkt der betrachteten Strahlen, hindurchgeht: Den Kreisen 
durch den Mittelpunkt der Directrix entsprechen 
nach reciproken Radien gerade Linien, nämlich für 
jeden die Potenzlinie zwischen ihm und dem Direc- 
trixkreise. Wir fügen hinzu, genau genommen immer zu- 
sammen mit der unendlich fernen Geraden, welche die ent- 
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sprechenden auf allen Radien vectoren zu dem mit dem Cen- 
trum der Directrix zusammenfallenden ersten Schnittpunkte 
derselben mit dem Originalkreise enthält. 

Wenn Bild- und Originalkreis sich berühren, so dass die 
zugehörige gleichseitige Hyperbel in das Paar der zur Cen- 
trale unter 45^ gojieigten Geraden durch den Berührungspunkt 
übergeht, so wird der Potenzkreis um den Berührungspunkt 
ein Kreis vom Radius Null; der andere Potenzkreis, der beide 
Kreise in ihrem Berührungspunkte auch berührt, ist ihr end- 
licher Directrixkreis für die Abbildung durch reciproke Radien. 

79. Die Entwickelungen des Art. 75 fanden wir unab- 
hängig von dem Umstände, ob die zwei gegebenen Kreise 
sich in reellen Punkten schneiden oder nicht, und ebenso 
gültig für den äusseren wie für den inneren Ahnlichkeits- 
punkt; für die Entwickelungen der beiden vorigen Artikel 
haben wir zuerst das Büschel mit Grundpunkten betrachtet und 
wollen nun das Büschel mit Grenzpunkten untersuchen 
oder das Paar von Kreisen, die sich nicht reell durch- 
schneiden. Man sieht zuerst, dass bei Kreisen, die einander 
ausschliessen, für den äusseren Ahnlichkeitspunkt und Potenz- 
kreis dieselben Ergebnisse fortbestehen: Dieser ist der Direc- 
trixkreis reciproker Radien, für die der eine Kreis des Paares 
das Bild des andern ist. Nicht so bei einander ausschlies- 
senden Kreisen (Fig. 42) für den inneren Ahnlichkeitspunkt 
und Potenzkreis und nicht bei einander einschliessenden Krei- 
sen für den äusseren; denn für S als den bezeichneten Ahn- 
lichkeitspunkt ist in jedem dieser Fälle mit A^ B^ als den Punk- 
ten eines Ahnlichkeitsstrahles im ersten und mit -^.g, JSg als 
den entsprechenden im zweiten Kreise das constante Product 



negativ, setzen wir gleich — SC* . Nennen wir auch in 
diesem Falle den um S mit SC* beschriebenen Kreis den 
inneren resp. äusseren Potenzkreis, so ist derselbe doch nur 

der mit dem reellen Faator des Radius /SC*]/ — 1 beschriebene 
Stellvertreter des eigentlichen Potenzkreises, welcher auch 
die nicht reellen Schnittpunkte der gegebenen Kreise mit einander 
und mit der Nebenaxe der zum Büschel der Kreise gehörigen 

6* 
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gleichseitigen Hyperbel enthält. In Bezug auf diesen nicht 
reellen Kreis (Py in Fig. 42) sind die gegebenen Kreise 
einander entsprechend nach reciproken Radien und 
seine Punkte entsprechen sich selbst, während jedem Punkte 
seines reellen Stellvertreters der andere Endpunkt des nach ihm 
gehenden Durchmessers entspricht; wir werdqji denselben daher 
als den Symmetriekreis der reciproken Radien bezeich- 
nen können. Auch in \^xl Ausdrücken der gemeinschaftlichen 
Potenzen aus Radius und Centraldistanz der gegebenen Kreise 
wird dies durch das negativ werden angezeigt (Art. 76). Die 
Schlüsse über die Winkelgleichheit gelten unverändert, d. h. die 
Winkel, welche die Tangenten der Kreise in entsprechenden 
Punkten X, X' nach reciproken Radien mit dem Ahnlichkeits- 
strahle oder Radius vector bilden, sind gleich und von entgegen- 
gesetztem Sinne. Und hier fügen wir nun auch als in allen 
Fällen geltend die Consequenz hinzu, dass der Ort der 
Schnittpunkte der Tangentenpaare in solchen ent- 
sprechenden Punkten die Linie gleicher Potenzen 
oder die Radicalaxe der beiden Kreise ist. Denn in 
Folge der Gleichheit der Winkel, welche sie mit dem zuge- 
hörigen Ahnlichkeitsstrahle in entgegengesetztem Sinne ein- 
schliessen, ist das von ihnen mit diesem gebildete Dreieck 
gleichschenklig, oder die Tangenten in den entsprechenden 
Punkten sind von ihrem Schnittpunkte bis zu ihren Berüh- 
rungspunkten von gleicher Länge. Der in einem solchen 
Paare (z. .B. C^, D^ Fig. 42) berührende und der durch solche 
zwei Paare gehende Kreis schneiden aber den Symmetriekreis 
nicht orthogonal, sondern in zwei einander entsprechenden 
Punkten, d. h. im Durchmesser. 

80. Die Anschauung der gleichseitigen Hyperbel, welche 
die Kreise bestimmen, giebt die bequeme Übersicht aller 
Fälle. Ausgehend von einem Paare von Kreisen als einander 
entsprechend können wir sagen: Wenn die Centrale der Kreise 
die Nebenaxe der gleichseitigen Hyberbel ist oder dieselben 
sich schneiden, so gehört zu jedem Ähnlichkeitspunkte (wie 
überhaupt zu jedem Punkte der Centrale) eine reell begrenzte 
Ordinate und ein eigentlicher Directrixkreis. Wenn aber die 
Kreise sich nicht scheiden, so dass ihre Centrale die Haupt- 
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axe der gleichseitigen Hyperbel ist, so unterscheiden sich die 
Fälle ihrer einschliessenden oder ausschliessenden Lage; im 
Falle der einschliessenden Lage gehören beide zu demselben 
Aste der Hyperbel und ihr directer oder äusserer Ahnlich- 
keitspunkt fällt zwischen die Scheitel oder Grenzpimkte oder 
es entspricht ihm keine reell begrenzte Ordinate der gleich- 
seitigen Hyperbel und somit kein reeller Kreis des Büschels 
— ein Symmetriekreis statt eines Directrixkreisesj umgekehrt 
für den inneren Ahnlichkeitspunkt. Im Falle der ausschlies- 
senden Lage gehören die Kreise zu beiden Asten der Hy- 
perbel, ihr innerer Ahnlichkeitspunkt liegt zwischen den Grenz- 
punkten und liefert einen Symmetriekreis, der äussere liegt 
ausserhalb derselben und giebt eine reell begrenzte Hyperbel- 
ordinate und einen Diretrixkreis. 

Jeder Kreis des einen wie des andern Büschels ist Di- 
rectrix für unzählig viele andere Paare von Kreisen desselben 
Büschels; zwei beliebige Kreise des Büschels mit Grund- 
punkten haben einen zugehörigen Directrixkreis für jeden 
ihrer Ähnlichkeitspunkte als Centrum. Zwei beliebige Kreise 
des Büschels Init Grenzpunkten haben einen Directrixkreis 
immer nur für den einen und einen Symmetriekreis für 
den andern Ahnlichkeitspunkt; die Symmetriekreise werden in 
diesem Falle von dem Scheitelkreise der Hyperbel im Durchmes- 
ser geschnitten, die Directrixkreise natürlich orthogonal — im 
ersten Falle schneiden ihn alle Directrixkreise im Durchmesser. 

Es mag noch bemerkt werden, dass sich diese Ergeb- 
nisse auch als Eigenschaften der involutorischen Reihe 
darstellen lassen, welche auf der Centrale liegt. 

Wir fügen ein Paar Anwendungen hinzu. Wenn wir 
fanden, dass ein Büschel von Kreisen zu einem andern cou- 
jugirt und orthogonal ist, oder dass ein Büschel von Kreisen 
als die Gesammtheit der zu zwei Kreisen orthogonalen Kreise 
(vergl. auch Art. 92) definirt werden kann, so erkennen wir 
zuerst, dass ein Büschel von Kreisen durch Transfor- 
mation nach reciproken Radien stets wieder in ein 
Büschel von Kreisen übergeht — natürlich auch ein 
solches mit Grund- resp. Grenzpunkten wieder in ein solches 
mit Grund- resp. Grenzpunkten. ^ 
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Wenu man nun bei einem Büschel mit Gruntlpunkten 
My Jlf* (Fig. 43) den Anfangspunkt der reciproken Radien 
in einen der Grundpunkte M legt,, so verwandeln sich 
alle Kreise C, A, B... desselben in gerade Linien ,.c\ 
a, 6'... durch das Bild des andern Grundpunktes Jf*', 
die je normal zum entsprechenden Durchmesser sind; das 
Kreisbüschel mit Grenzpunkten, welches zu dem betrach- 
teten Büschel conjugirt ist und dessen Kreise daher zu den 
seinigen orthogonal sind, geht in ein Büschel von Kreisen über, 
von denen wegen der Erhaltung der Winkelgrössen bei der 
Transformation durch reciproke Radien jeder zu allen Strahlen 
dieses Büschels normal sein muss, d. h. in ein Büschel 
von concentrischen Kreisen. Es ist die Verbindung von 
Fig. 44 mit 43 für dieselbe Transformationspotenz, also 
gleiche P bei Vereinigung von M^ mit M und M^ mit M*. 

Denken wir den Anfangspunkt der reciproken Radien 
in irgend einem Kreise des Büschels, d. h. in irgend einem 
Punkte der Ebene (Art. 70), so transformirt sich dasselbe 
in ein neues Büschel der nämlichen Art, welches zu seiner 
Potenzlinie die gerade Linie hat, in die der besagte Kreis 
des Bücheis übergeht, d. h. eine Normale zu seinem nach dem 
Anfangspunkte gehenden Durchmesser. Die Winkel, welche 
andere Kreise des Büschels mit ihm bilden, kehren in gleicher 
Grösse wieder als die Winkel, welche ihre transformirten mit 
dieser Potenzlinie bilden. Da nun gleiche Kreise eines Bü- 
schels mit seiner Potenzlinie gleiche Winkel bilden und nur 
solche dies thun, so folgt, dass zwei beliebige Kreise A,B 
(Fig. 45) durch reciproke Radien in gleiche Kreise A',B' 
verwandelt werden, wenn man den Anfangspunkt der- 
selben in einem Punkte eines ihrer Potenzkreise 
(hier des inneren «7) wählt — weil nach Art. 64 die Potenz- 
kreise die Winkel zwischen den gegebenen Kreisen halbiren. 

Insbesondere für einen ihrer Schnittpunkte als Anfangs- 
punkt transformiren sich zwei Kreise und ihre Potenzkreise 
in die Strahlen eines symmetrisch-harmonischen Büschels. 

Specieller fasst man dies als eine Eigenschaft der gleich- 
seitigen Hyperbel bezüglich ihrer Hauptaxen wie folgt. Zu 
jedem Punkte der Hyperbel liefert die nach einem Punkte 
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einer Axe gehende Gerade einen zweiten Punkt und der auf 
diese Axe bezogenen Ordinate des ersten entspricht die Or- 
dinate des zweiten — als Radien der bezüglichen Kreise des 
Büschels. Zu je zwei Punkten der Hyperbel giebt es 
nun zwei Punkte der Axe von solcher Lage, dass die 
Ordinaten der entsprechenden Punkte gleich gross 
werden. Sind y^a^ und y^^^ zwei Punkte in der gleichsei- 
tigen Hyperbel des Art. 62 von der Gleichung z^ = r^ + y^ 
und ist y^ die Entfernung eines jener Punkte der Axe vom 
Mittelpunkte, so sind die Radien der transformirten Kreise 
nach Art. 77 resp. 

und somit einander gleich für 

Hier ist aber der Coefficient von — 2y^^ die Entfernung des 
äusseren Ahnlichkeitspunktes der Kreise z^, z^ vom Mittel- 
punkte oder (Art. 22, 76) a^^ ^^^ ^^^ erhält 

wo nach der Gleichung der Hyperbel die Wurzel die Ordi- 
nate des Ahnlichkeitspunktes in der Hyperbel ausdrückt und 
somit die gesuchten Punkte sich als die Punkte des Potenz- 
kreises in der Axe ergeben. Ganz analog für das Büschel 
mit Grenzpunkten aus aj* = r^ + ^^ ^^^^ ebenso für den in- 
neren Ahnlichkeitspunkt bei Verwandlung von z^ in — z^. 

Wählt man endlich einen Punkt 0* des Ahnlichkeitskreises 
von zwei Kreisen (Art. 65) als Anfangspunkt (Fig. 45), so 
gehen sie in Kreise A*',B*' über, die vom Anfangspunkte aus 
unter gleichen Winkeln gesehen werden — hier speciell 
der eine in den andern, so dass der Ahnlichkeitspunkt bleibt. 

81. Wir kommen nach der Erörterung äusserlicher Ver- 
schiedenheiten auf die am Schlüsse des Art. 79 begründete 
allgemeine Eigenschaft zurück, wonach die Potenzlinie 
der beiden Kreise — im Falle ihres Schneidens zugleich die 
Haupt axe der gleichseitigen Hyperbel, im Falle des Nicht- 
scheidens ihre Neben axe — der Ort der Durchschnittspunkte 
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der Tangenten derselben ist, deren Berührungspunkte ent- 
sprechende Punkte nach reciproken Badien sind. Denn die- 
selbe führt zu der* Einsicht, dass die nach reciproken 
Radien entsprechenden Punkte X, X' beider Kreise 
zugleich entsprechende Punkte und somit die Kreise 
selbst entsprechende Curven in einer centrischen 
Collineation sind, für welche derjenige Ähnlich- 
keitspunkt das Centrum ist, der als Anfangspunkt 
der reciproken Radien dient, und die die Potenzlinie 
.beider Kreise zur Axe hat. (Vergl. Art. 11.) Man sieht, 
dass zwei Kreise auf doppelte Weise entsprechende Fi- 
guren in centrischer Collineation sind, nämlich für 
jeden ihrer beiden Ahnlichkeitspunkte als Centrum 
und für ihre Potenzlinie als Axe der Collineation, und 
erinnert, dass ihrer doppelten Correspöndenz als ähnliche Fi- 
guren in ähnlicher oder centrischer Lage die unendlich ent- 
fernte Gerade gleichmässig als Axe entspricht. Sind t und f 
(Fig. 46, 47) die in der Potenzlinie s sich schneidenden Tan- 
genten der Kreise K und K' in den entsprechenden Punkten X 
und X' auf einem Strahle aus dem Centrum ß oder S* in einem 
ihrer J^hnlichkeitspunkte, so liefert der Parallelstrahl aus ® 
zu t in t' den Punkt Q' und der zu f in t den Punkt B 
und mit den durch diese Punkte zu s gezogenen Parallelen 
die Gegenaxen q' und r der bezüglichen Collineation. Für 
solche entsprechende Tangenten XS, X'S ist der gemeinsame 
Schnittpunkt S in der CoUineationsaxe Mittelpunkt eines 
Kreises durch ihre Berührungspunkte, der die Kreise K und 
K' orthogonal schneidet — eines Kreises, der somit zu dem 
conjugirten des Büschels gehört, das durch die beiden Kreise 
selbst bestimmt wird. Alle Kreise dieses conjugirten Büschels 
sind nach Art. 77 Kreise, die in der Abbildung durch reci- 
proke Radien mit dem Collineationscentrum als Mittelpunkt 
und dem zugehörigen Potenzkreise als Directrix sich derart 
selbst entsprechen, dass jedem ihrer Punkte der zweite Schnitt 
desselben Kreises mit dem Radius vector, Collineations- oder 
Ahnlichkeitsstrahle des Punktes entspricht. Die Schnittpunkte 
jedes solchen Kreises mit den in derselben Abbildung durch 
reciproke Radien einander entsprechenden Kreisen K und K' 
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sind daher auch entsprechende Punkte und somit immer in . 
einem Radius vector gelegen^ also in Paaren auf Strahlen 
aus dem äusseren und in Paaren auf Strahlen aus dem in- 
neren Ahnlichkeitspunkte der Kreise^ weil jene Kreise des con- 
jugirten Büschels in beiden Abbildungen durch reciproke Ra- 
dien die gleiche Bedeutung haben. In zwei entsprechenden 
Punkten X, X' werden die Kreise K, K' auch von einem 
solchen sich selbst entsprechenden und also zum Directrix- 
kreise orthogonalen Kreise berührt; aber das System dieser 
berührenden Kreise ist für den äusseren und inneren Ahn- 
lichkeitspunkt 6^ d* resp. als Centrum jeweilen ein anderes. 
(Vergl. Art, 77.) Wir werden weiterhin sehen, dass Paare 
von Systemen solcher Kreise mit allen Grössen der Winkel 
existireu; unter denen sie die gegebenen schneiden sollen; für 
90^ und für 0^ fallen sie in je ein System zusammen. 

82. Aus der Gleichheit der Länge entsprechender Tan- 
genten SX «=* SX' ergiebt sich für die Gegenpunkte Q\ B 
derselben wie in Art. 61 die doppelte Relation 

SB = Q'X' und Q'S = XR. 
(Fig. 46 und 47.) Sind X, X' insbesondere die Berührungs- 
punkte der gemeinsamen Taugenten der Kreise K, K' aus (S, so 
sagt SX = X'S aus, däss die Polaren p,p des Gentrums oder 
Ahnlichkeitspunktes gleichweit entfernt oder symmetrisch sind 
zu der Potenzlinie, und SR '^ Q'X\ ^'S.= XJJ, dass die 
Potenzlinie s von der Gegenaxe r ebenso weit und in glei- 
chem Sinne entfernt ist, wie die Polare des Centrums im 
Bildkreise K' von der Gegenaxe g', und die Gegenaxe q' von 
der Potenzlinie s ebenso weit und in demselben Sinne wie die 
Polare des Centrums im Originalkreise K von der Gegenaxe r. 
Da das CoUineationscentrum sich selbst entspricht, so sind auch 
seine Polaren in beiden Kreisen entsprechende Gerade der 
Collineation. Ihre zur Axe symmetrische La^e erkennen wir 
aber sofort unabhängig von der Realität der gemeinsamen 
Tangenten vom Centrum aus, indem wir (Fig. 46) einen be- 
liebigen Strahl aus dem Centrum (S ziehen, der den Original- 
kreis in Punkten X, X* und den Bildkreis in den nach der 
centrischen Collineation entsprechenden Punkten X', X*' 
schneidet; sind dann t und t* die Tangenten von K in den 
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. ersten und t\ t*' die von Z' in den letzten^ so sind ty t*' 
und wiedei' t\ <* als Tangenten in entsprechenden Punkten 
unserer Kreise als ähnlicher Figuren für das Centrum der 
CoUineation als Ahnlichkeitspunkt einander parallel; diese 
vier Tangenten bilden also ein Parallelogramm und da die 
Ecken tt' und t*t*' in der Collineationsaxe, ^<* aber in der 
Polare des Centrums im Originalkreise und t't*' in der Po- 

• lare des Centrums im'Bildkreise liegen^ so ist die Symmetrie 
dieser Polaren in Bezug auf die Axe der CoUineation oder die 
PotenzHnie evident. Und da das Gleiche für die beiden Ähn- 
lichkeitspunkte als Collineationscentra gilt^ so ergiebt sich 
zugleich, dass die Polaren beider Ahnlichkeitspunkte im preise 
E dieselbe Entfernung von einander haben, wie ihre Polaren 
im Kreise "K! ; oder endlich, dass die Kreise des durch K und 
K' bestimmten Büschels, welche die Abschnitte der Centrale 
zwischen den Polaren beider Ähnlichkeitspunkte in je dem- 
selben Kreise K resp. K' zu Durchmessern haben, gleiche 
Kreise des Büschels sind. Man gelangt in dieser Art 
von jedem Paare von Kreisen zu zwei gleichen Krei- 
sen ihres Büschels, oder auf die Involution in der Cen- 
trale bezogen, von jeden zwei bestimmenden Paaren 
der Involution in einer Geraden zu zwei gleichen 
Paaren derselben Involution. 

83. Nachdem wir so die beiden Kreise K, K', welche 
einander nach reciproken Radien entsprechen, auch als Ori- 
ginal und Bild in centrischer CoUineation betrachtet haben, 
kehren wir zur ersten Auffassung zurück mit der Bemerkung, 
dass die Drehung der Zeichnungsebene um die Cen- 
trale des Systems die gleiche Beziehung in alle ihre Lagen 
überträgt in der Weise, dass nun der Directrixkreis reciproker 
Radien in der Tafel eine Directrixkugel reciproker Ra- 
dien im Räume liefert, für welche die beiden Kugeln ein- 
ander entsprechen, die aus den Kreisen E und K' durch die 
Drehung um ihre Centrale entstehen. Denkt man zugleich 
einen der sich selbst entsprechenden Kreise um einen seiner 
Durchmesser gedreht, so entsteht eine sich selbst entspre- 
chende Kugel, und wenn man einen jener Kreise in eine 
der Drehungslagen der Tafelebene verfolgt und von dort aus 
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die Drehung um einen Durchmesser wiederholt, so ist auch 
die damit entstandene Kugel sich selbst entsprechend in der Art, 
dass diejenigen Punkte ihrer Oberfläche einander entsprechen, 
die irgend ein Radius yector mit ihr gemein hat. Diese 
Kugeln schneiden die Directrixkugel orthogonal, weil 
die Berührungspunkte der sie tangirenden Radien vectoren, als 
sich selbst entsprechend, die Punkte ihres Schnittes mit der 
Directrixkugel sein müssen. (Man denke Fig. 40, 41, 42 in 
dieser Weise behandelt.) Die Gleichheit entsprechender Win- 
kel in Figuren, von denen die eine die Abbildung der an- 
dern nach reciproken Radien ist, besteht fort. Verfolgt man 
aber irgend einen der zum Directrixkreise orthogonalen oder 
sich selbst entsprechenden Kreise bei dieser Rotation der 
Tafel um die Centrafe, so erzeugt er einen Torus oder eine 
Kreisring fläche, die in gleicher Art sich selbst entspricht 
— die Enveloppe der zugehörigen sich selbst entsprechenden 
Kugeln; so insbesondere jeder Kreis des conjugirten Büschels 
zu dem durch die Kreise K und K' bestimmten, woraus ein 
System von einfach unendlich vielen Kreisringflächeu 
entspringt, welche sämmtlich die Centrale und Rotationsaxe 
in denselben beiden reellen oder nicht reellen Punkten schnei- 
den. Die berührenden unter jenen Kreisen liefern ein an- 
deres System, etc. 

84. Aber auch die centrische Collineation (Fig. 46, 
47) überträgt sich dabei aus der Tafel in den Raum; die 
GoUineationsaxe s beschreibt als normal zur Centrale eine 
Collineationsebene S, zugleich die Potenzebene beider 
Kugeln aus K und K\ d. h. de/ Ort der Punkt«, die in 
Bezug auf sie gleiche Potenzen haben — wenn wir die selbst- 
verständliche Übertragung dieses Begriffes von Kreisen auf 
Kugeln einführen; die Gegenaxen q' und r beschreiben Gegen- 
ebenen q' und B; jedem Punkte X^ entspricht derjenige 
Punkt Xq des vom Centrum der Collineation nach ihm 
gehenden Strahles, welcher nach Zurückdrehung der diesen 
Strahl mit der Rotationsaxe oder Centrale verbindenden Ebene 
in die Tafel mit dem entsprechenden X' der von ihm ein- 
genommenen Lage X zusammenfällt. Man erkennt leicht, 
dass zwei solche Paare entsprechender Punkte durch ihre 
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Verbindungslinien ein Paar entsprechender Geraden lie- 
fern, die sich in der Collineationsebene begegnen und deren 
Parallelstrahlen vom Centrum aus den jeweilen »entsprechen- 
den in der einen resp. andern Gegenebene schneiden; ebenso 
dass drei Paare entsprechender Punkte AÄ^ BJS\ CC durch 
entsprechende Ebenen ABC, A'B'C verbunden werden, 
deren Schnittlinie in der Collineationsebene liegt und die die 
respectiven Parallelebenen der jedesmal andern durch das Cen- 
trum in den Gegenebenen durchschneiden. Dass die Polar- 
ebenen des Centrums in den beiden aus K und K' entstan- 
denen einander als Original und centrisch-collineares 
Modell entsprechenden Kugeln entsprechende Ebenen und 
äquidistant von der Collineationsebene sind; dass diese Kugeln 
aber für ihren zweiten Ahnlichkeitspunkt als Centrum und 
dieselbe Collineationsebene mit anderen Gegenebenen einander 
ebenfalls entsprechen, bedingt, dass auch die Polarebeneu 
dieses andern Ahnlichkeitspunktes von der Collineationsebene 
gleiche Abstände haben und liefert in den Kugeln, welche 
über den gleichen entsprechenden Abschnitten in der Cen- 
trale zwischen diesen und jenen als Durchmessern beschrieben 
werden, gleiche Kugeln des durch K, K' bestimmten 
Büschels, nämlich in der Gesammtheit der Kugeln, welche 
die Ebene S zur Ebene gleicher Potenzen und die Cen- 
trale von jenen zu ihrer Centrale haben. 

Sowie durch die Centralprojection ebener Systeme oder die 
centrische Collineation in der Ebene jeder Curve eine andere als 
Bild entspricht, nämlich ihren Punkten die Punkte derselben, 
insbesondere den Punkten in einer geraden Linie die Punkte d^s 
Bildes im Bilde der Geraden; ihren Tangenten die Tangenten 
des Bildes in den Bildern der Berührungspunkte, insbesondere 
den durch einen Punkt gehenden Tangenten der Originalcurve 
die durch das Bild des Punktes gehenden Tangenten der 
Bildcurve — man sagt in Folge dessen, die Ordnung und 
die Classe der Originalcurve stimmen mit der Ordnung resp. 
der Classe der Bildcurve überein — so wird nun auch durch 
die centrische Collineation der Räume nicht nur zu jeder 
ebenen Figur nach diesen Gesetzen eine ebene Figur, sondern 
auch zu jeder krummen Fläche eine andere krumme Fläche 
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als Bild oder Modell erhalten; den Punkten der Original- 
fläche, die in einer Geraden liegen und (vergl. Art. 46) den 
Tangentialebenen derselben, die durch eine Gerade gehen, 
entsprechen die Punkte und Tangentialebenen der Bildfläche 
im Bilde und resp. durch das Bild der Geraden, sodass also 
z. B. einer Fläche zweiten Grades stets eine Fläche zweiten 
Grades entspricht; einem Kegel stets wieder ein Kegel; ferner 
auch zwei Flächen, die einen ebenen Querschnitt gemein 
haben, zwei Flächen von gleicher Relation, z, B. Kegeln 
zweiten Grades, die den unendlich fernen Querschnitt gemein 
haben, solche Kegel zweiten Grades, die mit der Gegenebene 
Q' denselben Querschnitt bilden. Alle projectivischen 
Eigenschaften (Art. 6, 11) sind diesen Bildern und ihren 
Originalen gemein, und wir haben daher in der centrisch-col- 
linearen Abbildung eine Methode der Verallgemeinerung 
geometrischer Wahrheiten überhaupt. 

85. Wir müssen aber weiter bei dieser Drehung die 
gleichseitige Hyperbel verfolgen, welche die beiden Kreise 
K, K' bestimmen und zu der auch jeder ihrer Potenzkreise 
oder Directrixkreise reciproker Radien in der gleichen Be- 
ziehung steht. Jeder ihrer Bildkreise beschreibt eine Kugel 
wie K, K'; jede ihrer zur Centrale rechtwinkligen Sehnen 
durchläuft die Fläche eines Kreises, des zur Centrale nor- 
malen Diametralkreises der vom entsprechenden Bildkreise be- 
schriebenen Kugel. Die Hyperbel selbst erzeugt die Fläche 
eines gleichseitigen Rotationshyperboloides, welches 
diese Kreise zu Parallelkreisen hat; insbesondere erzeugen 
zugleich die Tangenten der Hyperbel in den Punkten, die 
diesen Kreis beschrieben, den Berührungskegel des Rota- 
tionshyperboloides für diesen Parallelkreis. Die einzelnen Lagen 
der erzeugenden Hyperbel nennt man seine Meridiane, so- 
wie die Lagen ihrer Ebene seine Meridianebenen. Wenn die 
Centrale der betrachteten Kreise K, K' die Nebenaxe der 
gleichseitigen Hyperbel ist, d. h. wenn diese sich schneiden, 
so bildet die Oberfläche des Hyperboloides einen im End- 
lichen zusammenhängenden Mantel und wird daher ein ein- 
faches oder einmanteliges gleichseitiges Rotations- 
hyperboloid genannt; die Scheitel der Hyperbel beschreiben 



94 If. Geometrie der Kreisbflschel und Kreisnetze. 86. 

den kleinsten seiner Parallelkreise, den sogenannten Kehl- 
kreis in der Hauptebene des Hyperboloids, det Scheitel- 
kreis die zugehörige kleinste Kugel, welche ringsum im Kehl- 
kreise die Fläche berührt. Alle die Kugeln, welche die Parr 
allelkreise dieses Hyperboloids zu Diametralkreisen haben, 
enthalten auch seinen Kehlkreis — man sagt, sie bilden ein 
Büschel mit Grundkreis. 

Wenn dagegen die Centrale der betrachteten Kreise die 
Hauptaxe der gleichseitigen Hyperbel ist, d. h. wenn diese 
sich nicht schneiden, so entsteht durch die Rotation der Hy- 
perbel um sie eine Oberfläche aus zwei im Endlichen ge- 
trennten Mänteln und diese wird ein zweifaches oder zwei- 
manteliges gleichseitiges Rotationshyperboloid ge- 
nannt. Die zur Hauptaxe normalen reell begrenzten Sehnen 
erzeugen seine Parallelkreise, die Bildkreise ihrer Endpunkte 
die zugehörigen Kugeln. Die Scheiteltangenten als unendlich 
kleine Sehnen dieser Art erzeugen Kreise und Kugeln vom 
Radius Null, die Grenzkugeln oder Grenzpunkte des Sy- 
stems. Der Scheitelkreis erzeugt eine Kugel, die das Hyper- 
boloid in beiden Scheiteln berührt. Die Nebenaxe der Hy- 
perbel beschreibt die Hauptebene des Hyperboloids, die 
Ebene gleicher Potenzen für alle die vorher bezeichneten 
Kugeln; dieselben bilden ein Büschel mit Grenzpunkten. 

Zwei Kugeln bestimmen stets ein Büschel, zu wel- 
chem sie gehören; die beiden Potenzkugeln derselben und 
ihre Ähnlichkeitskugel, d. h. die Kugel, welche ihre Ahn- 
lichkeitspunkte zu Enden eines Durchmessers hat, gehören 
zu demselben Büschel. 

In beiden Fällen erzeugen die Asymptoten der Hyperbel 
durch ihre Drehung um die Centrale einen gleichseitigen Ro- 
tationskegel, der mit dem Hyperboloid denselben Mittelpunkt 
und überdies den unendlich fernen Querschnitt gemein hat, 
in der Weise, dass seine Mantellinien dort die in den gleichen 
Ebenen liegenden Meridianhyperbeln berühren; derselbe heisst 
der Asymptotenkegel der Fläche. 

86« Die früheren Ergebnisse werden sofort anwendbar 
auf diese Hyperboloide, wenn wir die Hauptebene als 
Tafelebene und die Rotationsaxe also als Normale zu der- 
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selben im Mittelpunkte des Hyperboloids annehmen, da dann 
alle Meridianebenen normal zur Tafel und die in ihnen ent- 
haltenen congruenten gleichseitigen Meridianhyperbein zu sich 
selbst orthogonal- symmetrisch in Beziehung zur Tafel sind. 
Im Falle des einfachen Hyperboloides haben sie alle ihre 
Hauptaxe in der Tafel und ihr Kehlkreis ist ihr gemeinsamer 
Scheitelkreis; für jede von ihnen ist die Centrale der Bild- 
kreise ihrer Punkte ein Durchmesser desselben and diese 
Bildkreise schneiden den Scheitelkreis orthogonal.' Das ein- 
fache gleichseitige Rotationshyperboloid, dessen 
Hauptebene in der Tafel liegt, ist also der Ort der- 
jenigen Punkte des Raumes, deren Bildkreise seinen 
Eehlkreis orthogonal schneiden. Unter den dadurch 
bedingten Übertragungen früherer Ergebnisse sei nur erwähnt, 
dass nach einem Satze des Art 70 die Polaren für einen 
Punkt des Eehlkreises in Bezug auf alle Kreise des 
Systems durch den andern Endpunkt des zugehörigen 
Durchmessfers gehen. 

Die Meridianhyperbeln des zweifachen Hyperboloids 
haben ihre Nebenaxen in Durchmessern des gemeinsamen Schei- 
telkreises, des Querschnittes der Tafel mit der Scheitelbe- 
rührungskugel des Hyperboloids; die Bildkreise ihrer Punkte 
schneiden den Scheitelkreis diametral, nämlich für jeden Me- 
ridian in den Endpunkten desjenigen unter seinen Durch- 
messern, der -zur Centrale der zugehörigen Bildkreise recht- 
winklig ist. Das zweifache gleichseitige Rotationshy- 
perboloid, dessen Hauptebene in der Tafel liegt, ist 
der Ort derjenigen Punkte des Raumes, deren Bild- 
kre'ise seinen Scheitelkreis diametral schneiden. Im 
ersten Falle bilden die Grenzpunkte der die Meridiane dar- 
stellenden Kreisbüschel den Kehlkreis, der auch als Ortho- 
gonalkreis bezeichnet werden kann; im zweiten liegen die 
Grundpunkte dieser Kreisbüschel auf dem Scheitel- oder 
Diametralkreise. Beide zweifach unendliche Systeme 
von Kreisen werden Netze von Kreisen genannt und als 
das Netz mit Kehl- oder Orthogonalkreis und das Netz 
mit Scheitel- oder Diametralkreis unterschieden. 

Die Kreise eines jeden dieser Netze ordnen sich auch 
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zu einfach unendlichen Reihen von Kreisen mit gleichen 
Radien, deren Mittelpunkte die Punkte eines zum Eehl- resp. 
Scheitelkreise concentrischen Kreises sind, die Bildkreis -Sy- 
steme der Parallelkreise des zugehörigen Hyperboloids. Im 
Netz mit Kehlkreis kommen alle Grössen der Radien vor, da 
ihm selbst die Grösse Null entspricht; im Netz mit Scheitel- 
kreis nur die den Radius des letzten übertreffenden. 

87. Im Falle des Kreisnetzes mit Kehl- oder Orthogonal- 
kreis ordnen sie sich auch in lineare Reihen, die je den 
Kehlkreis in demselben Punkte orthogonal schneiden, deren 
Centra somit in der zugehörigen Tangente desselben liegen 
und die in diesem Punkte einander berühren; und da wir 
aus Art. 17 wissen, dass solche Kreise die Bildkreise der 
Punkte von zwei zur Tafel symmetrischen unter 45^ zu ihr 
geneigten Geraden in der Normalebene zu ihr durch die Tan- 
gente und mit dem Berührungspunkte als Durchstosspunkt 
sind, so ist damiii bewiesen, dass das gleichseitige ein- 
fache Rotationshyperboloid zwei Schaaren von ge- 
raden Linien enthält; wir werden zuweilen kurz von seinen 
Regeischaaren oder von der einen derselben reden. Jede 
Normalebene zur Tafel durch eine Tangente des Kehlkreises 
enthält eine Gerade aus jeder Schaar; der Schnittpunkt bei- 
der liegt im Kehlkreise und heisst der Berührungspunkt 
der Normalebene, die man die ihm zugehörige oder entspre- 
chende Tangentialebene nennt. Wenn man zwei solche 
Normalebenen und ihre Berührungspunkte im Kehlkreise denkt, 
so wird evident, dass sich die in ihnen enthaltenen Geraden- 
paare des Hyperboloids in der zur Tafel normalen Durch- 
schnittslinie beider Ebenen begegnen, nämlich so, dass für 
g^ und jTg als diejenigen Geraden beider Ebenen, von denen 
jede in die andere durch Rotation um die Axe des Hyper- 
boloids übergeführt werden kann und wiederum l^, l^ als die 
zu ihnen symmetrischen von offenbar gleicher Eigenschaft, 
die Geraden g^ und Z^, sowie die Geraden g2 und l^ sich 
schneiden — natürlich in zur Tafel symmetrischen Punkten 
(Fig. 48*). Wir sagen, dass jede Gerade der einen Schaar g 
im Hyperboloid von allen Geraden der andern Schaar l des- 
selben geschnitten wird, während sie zu allen anderen Ge- 
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raden ihrer eigenen Schaar windschief ist; und wir nennen 
auch die Ebene gl von zwei Geraden beider Schaaren 
Tangentialebene des Hyperboloids im Schnittpunkte 
PbeiderGeraden. Die Verbindungslinie der Durchstosspunkte 
lener Geraden im Eehlkreise ist ihre Spur, die Geraden des Hy- 
perboloids in ihr sind die vom Scluuttpu;kte ausgehenden zur 
Tafel unter 45® geneigten Geraden, wie es das System ihrer Bild- 
kreise nach Art. 28 zeigt: der Kreis, welcher in beiden Durch- 
stosspunkten den Eehlkreis orthogonal schneidet, ist der Bild- 
kreis des Berührungspunktes. Man sieht daraus, dass die 
Tangentialebenen des einfachen gleichseitigen Botaüonshyper- 
boloids unter 90® für die Punkte des Kehlkreises und unter 45® 
übersteigenden Winkeln für alle anderen endlich enfemten 
Punkte zur Tafel geneigt sind. Für einen unendlich fernen 
Punkt sind aber die Tangenten des Kehlkreises, welche die Or- 
thogonalprojectionen seiner Geraden beider Schaaren und Cen- 
tralen der Bildkreisreihen «einer Punkte sind, parallel oder sind 
Tangenten an den Endpunkten eines Durchmessers, und die 
Ebenen ^iZj und 5f2?2 ^^^ durch diesenDurchmesser gehen- 
den und unter 45® zur Tafel geneigten Ebenen, der Bild- 
kreis ihres Berührungspunktes ist der bezeichnete Durchmesser 
selbst; der zu ihm rechtwinklige Durchmesser ist die Ortho- 
gonalprojection der Mantellinien, längs welcher diese Ebenen 
den Asymptotenkegel des Hyperboloids berühren. Man sieht, 
es ist die Fläche der Transversalen zu drei Geraden, die wir 
in den Art. 42 f. betrachteten für den besonderen Fall, wo 
diese Geraden als drei Lagen einer und derselben Geraden 
bei ihrer Botation um eine Axe gegeben sind. 

88. Wenden wir uns mit analogen Überlegungen zum 
zweifachen Hyperboioid, so ist aus der Vorstellung des 
diametralen Schnittes aller Bildkreise des zugehörigen Netzes 
mit dem Scheitelkreise evident, dass diese Kreise nicht in 
berührende lineare Reihen geordnet werden können, weil be- 
rührende Kreise sich nicht in zwei verschiedenen Punkten 
im Endlichen schneiden; das zweifache gleichseitige Botations- 
hyperboloid enthält also keine reellen geraden Linien. 
Insofern aber unter den Bildkreisen einer Meridianhyperbel, 
welche also ein Büschel mit den Enden eines Durchmessers 
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im Scheitelkreise als Grundpunkten bilden, auch dieser Durch- 
messer selbst als Bildkreis ihrer unendlich fernen Punkte er- 
scheint (Art. 60, 64), erkennen wir in der Orthogonalität die- 
ses Kreises zum Scheitelkreise den Ausdruck des Satzes, dass 
gleichseitige Rotationshyperboloide beider Arten, welche die- 
selbe Axe und die nämliche Hauptebene haben, dieselben un- 
endlich fernen Punkte enthalten, dargestellt durch die Strahlen 
aus ihrem Mittelpunkte in der Tafel. In Erinnerung an die 
Bedeutung der parallelen Geraden der Tafel als Bildkreise 
(Art. 14) und in Bestätigung der bei der Durchdringung par- 
alleler gleichseitiger ßotationskegel (Art. 58) erkannten Ge- 
meinsamkeit ihres unendlich fernen Querschnittes kann der 
Satz ausgesprochen werden, dass die Netzhyperboloide 
aller in derselben Tafel liegenden Kreisnetze den- 
selben unendlich fernen Querschnitt, den gemein- 
samen Querschnitt auch ihrer Asymptotenkegel, ent- 
halten. Und da in Centralprojection der Fluchtkreis jedes 
gleichseitigen Rotationskegels mit zur Tafel normaler Axe 
in den Distanzkreis fällt, so ist dieser das Bild der un- 
endlich fernen Querschnitte aller der gleichseitigen 
Rotationshyperboloide, welche den in der Tafel mög- 
lichen Netzen von Kreisen entsprechen, oder ihre ge- 
meinsame Fluchtcurve. Denken wir den Mittelpunkt des 
Hyperboloides im Hauptpunkte C^ der Centralprojection und 
die Distanz gleich dem Radius seines Kehl- resp. Scheitel- 
kreises, so ist dasselbe durch den Distanzkreis und 
seinen Mittelpunkt allein bestimmt und in gewissem 
Sinne dargestellt: Der Mittelpunkt C^ ist sein Mittelpunkt 
und die Spitze imd zugleich der Spurkreis seines Asymptoten- 
kegels, dessen Mantellinien sich daher in den Strahlen aus 
Ol mit den Durchstosspunkten in Ci und den Fluchtpunkten 
auf dem Distanzkreise central projiciren. Der Distanzkreis 
ist das Bild seines unendlich fernen Querschnittes, der dem 
Asymptotenkegel auch angehört, und zugleich der Kehlkreis 
des Hyperboloides und seine Spur in der Tafel, wenn es ein 
einfaches ist und der Bildkreis seiner Scheitelpunkte — deren 
einer mit dem Centrum zusammenfällt, indess der andere zu 
diesem symmetrisch liegt in Bezug zur Tafel — oder sein 
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Scheitelkreis, wenn es ein zweifaches ist. Fär eine andere 
Wahl der Distanz wäre der Kehlkreis resp. der Scheitelkreis 
ein zum Distanzkreise concentrischer Ereis^ dessen Radius 
dem Eadius r des Hyperboloids gleich ist — wenn wir so 
den Kehlkreisradius resp. die halbe Entfernung der Scheitel 
benennen. 

89« Im Falle des einfachen gleichseitigen Rotationshy- 
perboloids und für die Wahl der Distanz gleich r ist die Tan- 
gentialebene in einem Punkte 5 des Kehlkreises (Fig. 48^*) durch 
die zugehörige Tangente desselben als Spur s und den zu 
ihr parallelen Durchmesser als Fluchtlinie q dargestellt; die 
in ihr liegenden Geraden g und l erscheinen also central pro- 
jicirt in den von S nach den Durchmesserendpunkten QJy Q{ 
im Distanzkreise auf q' gehenden Geraden g' und V] ihre 
Umlegungen mit der gemeinsamen Ebene sq' in die Tafel 
fallen vertauscht in dieselben Linien^ (l) auf g' und (g) auf 
1% weil der S gegenüberliegende Punkt des Distanzkreises 
das CoUineationscentrum S der Ebene ist; die Verschwindungs- 
punkte (E) fallen daher auch verkehrt auf die Fluchtpunkte und 
die die Bildreihen der Punkte von g und l vom gemeinsamen 
Fusspunkte S definirenden Kreise, welche nach Grösse und 
Sinn mit dem Distanzkreise übereinstimmen, haben die von 
S um die Distanz entfernten Punkte R^^ und 2?^' ^^ Mittel- 
punkten. Man sieht daraus, dass der centralprojectivische 
Umriss des Hyperboloids der um C^ mit dem Radius r)/^ 
beschriebene Kreis ist. (Vergl. Art. 46.) Jede Tangente 
dieses Kreises ist Bild zweier sich schneidenden Geraden des 
Hyperboloids, die sich im Berührungspunkte ?7 der entsprechen- 
den projicirenden Ebene schneiden, wenn wir ihre Durchstoss- 
und Fluchtpunkte im Distanzkreise nehmen (Fig. 48^); sein 
Bild ist ihr Berührungspunkt ü' am vorerwähnten Kreise, 
der Fusspunkt der von ihm ausgehenden Normale zur Tafel 
die vierte Ecke des Quadrats aus SC^Q'j und da er offenbar 
ebenso weit hinter der Tafel liegt, wie das Centrum C vor 
derselben, so ist der zu ihm gehörige Bildkreis mit dem Di- 
stanzkreise von gleichem Radius, aber von entgegengesetztem 
Drehungssinne. Derümrissparallelkreis wird durch die dem 
Distanzkreise gleichen Kreise Punkt für Punkt abgebildet^ 

7* 
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welche ihre Centra in dem aus C^ beschriebenen Kreise vom 
Radius ry^ haben. Dieselben Kreise mit entgegengesetztem 
Drehungssinne repräsentiren den in der Verschwind ungs- 
ebene liegenden Parallelkreis des Hyperboloids. Dass durch 
jeden projicirenden Strahl, dessen Fusspunkt in der Tafel 
ausserhalb des Umrisskreises liegt, entsprechend den beiden 
von ihm an diesen Kreis gehenden Tangenten, zwei Tangen- 
tialebenen der Fläche gehen, ist offenbar. 

Sind dagegen zwei verschiedene Tangenten des ümriss- 
kreises als Bilder g\ V von sich schneidenden Geraden g und l 
des Hyperboloids betrachtet, so dass ihre Durchstosspunkte auf 
dem Distanzkreise von ihren Fluchtpunkten nicht getrennt 
werden und daher die Verbindungslinie der ersten zu der der 
letzten parallel wird, so sind diese Verbindungslinien Spur 
und Fluchtlinie einer Tangentialebene, und der Schnittpunkt 
der Tangenten g' j V des ümrisskreises ist das Bild T^^ ihres 
Berührungspunktes. Wir bemerken, dass jeder Punkt der 
Tafel, dessen Bild P' ausserhalb des ümrisskreises liegt, uns 
durch das an diesen gehende Tangentenpaar zwei Tangential- 
ebenen s^^^^i', s^^^q^ des Hyperboloids liefert, für welche Flucht- 
linien und Spuren verkehrt aufeinander fallen; der Punkt ist 
das Bild ihrer Berührungspunkte, d. h. jeder projicirende Strahl, 
dessen Fusspunkt ausserhalb des ümrisskreises liegt, schneidet 
das einfache Hyperboloid in zwei Punkten; die Schnittlinie 
der zugehörigen Tangentialebenen liegt in der zur Verschwin- 
dungsebene symmetrischen Ebene. (Fig. 48^.) 

90. Die Tangentialebene in einem Punkte des Rota- 
tionshyperboloids, und zwar des einfachen sowohl wie des zwei- 
fachen, wird aber auch erhalten durch die Tangenten des Par- 
allelkreises und des Meridians, welche durch diesen Punkt gehen, 
als die beide Tangenten verbindende Ebene; in unserem Falle so- 
gar gewissermassen durch die Meridiantangente allein, weil 
dieselbe als in einer projicirenden Normalebene zur Tafel ge- 
legen zu ihrem Parallelstrahl die projicirende Falllinie der Par- 
allelebene zur Tangentialebene hat und somit durch ihren Flucht- 
punkt ö' die Fluchtlinie q der Tangentialebene als rechtwinklig 
zu C^(^ bestimmt und parallel zu dieser durch ihren Durchstoss- 
punkt auch ihre Spur s. Diese Meridian tangente kann aber nach 
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dem über die gleichseitige Hyperbel früher Entwickelten durch 
ihre Umlegung mit der Meridianebene in die Tafel leicht be- 
stimmt werden. (Fig. 49, Tafel VII, vergl. Fig. 39 Tafel V — das 
8* von Fig. 39 liegt hier in S und A^ C^M ist gleichschenklig.) 
Ist P' das Bild des Berührungspunktes, so sind im Falle des 
einfachen Hyperboloides die Punkte des Distanzkreises im 
Durchmesser C^P' die Schdtel M, M* der Meridianhyperbel 
und ein Endpunkt des zu CiP' normalen Durchmessers ist das 
zugehörige Collineationscentrum 6, 6P' der umgelegte projici- 
rende Strahl, seine nach Art. 75 zu bestimmenden Schnittpunkte 
mit der Hyperbel die ümlegungen der Berührungspunkte P(^) 
und P(^^ und die zugehörigen Hyperbeltangenten die der gesuch- 
ten Meridiantangenten t^^\ t^^^ selbst; ihre Schnittpunkte mit 
GiP sind die Durchstosspunkte, und dieFusspunkte der zu ihnen 
parallelen Geraden durch (Sin C^P' die Fluchtpunkte derselben; 
die Normalen auf CiP' in den letzten und die zu ihnen paral- 
lelen durch die Durchstosspunkte sind Fluchtlinien und Spuren 
der Tangentialebenen, für die P' das Bild des Berührungs- 
punktes ist Offenbar müssen s^q^ und ebenso ^g^i' auf ein- 
ander fallen; die Schnittlinie beider Tangentialebenen liegt 
in der zur Verschwindungsebene symmetrischen Ebene als 
Ebene des ümrisskreises. Im Falle des zweifachen Hyper- 
boloids und für den Distanzkreis als Bildkreis der Scheitel 
ändert sich dies insofern, als nun der Strahl CP' die Fläche 
nur in einem vom Scheitel C verschiedenen Punkte schnei-, 
det, also auch nur eine Tangentialebene erhalten wird. In der 
ümlegung der Meridianebene CCiP" in Fig. 50 sind die Endpunkte 
des zuCiP' rechtwinkligen Distanzkreisdurchmessers die Schei- 
tel Jlf,itf* für die Umlegung der Meridianhyperbel; man bestimmt 
ihren Schnitt (P) mit dem vom Scheitel 6 nach P' gehenden 
Strahl und seine Tangente (t)] ihr Fusspunkt in Cj^Q' ist der 
Durchstosspunkt und der ihres Parallelstrahls aus (S in der- 
selben Geraden ihr Fluchtpunkt, etc. Fig. 50 enthält eine 
Construction von (P) und (t\ welche man nach dem Früheren 
leicht erklären wird. Ein ümriss existirt nicht, das Bild der 
Fläche bedeckt die ganze Tafel. Wäre umgekehrt Spur oder 
Fluchtlinie der Tangentialebene gegeben, so erhielte man 
daraus den Durchstoss- oder Fluchtpunkt der Meridiantangente 
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und damit diese selbst, wenn man von einem Punkte der 
Axe aus oder parallel einer gegebenen Geraden die Tangen- 
ten einer gleichseitigen Hyperbel und somit ihre Berührungs- 
punkte zu bestimmen vermag (Art. 60); auch wenn P^ statt 
P' gegeben ist, erhält man sofort Spur und Fluchtlinie der 
Tangentialebene in P. Aber es ist nicht nothig, auf diese 
Probleme hier einzugehen. Das bisher Gesagte zeigt, dass 
die Fläche des zweifachen wie die des einfachen Hy- 
perboloids eine Fläche zweiten Grades ist. Auch än- 
dern sich diese Schlüsse nicht, wenn die Distanz dem Kadius 
des Hyperboloids nicht gleich gewählt ist. Im Falle des zwei- 
fachen Hyperboloides ist dann das Centrum kein Schei- 
tel und man erhält für Distanzen, welche kleiner sind als 
der Radius des Hyperboloids, einen ümrissparallelkreis; erhält 
auch im Allgemeinen zwei Schnittpunkte des Strahles CP' 
mit der Fläche und zwei zugehörige Tangentialebenen — aber 
Alles in wesentlich gleicher Weise. Wir werden weiterhin 
Anlass finden, die Darstellung dieser Hyperboloide für andere 
Lagen des Mittelpunktes zu besprechen. 

91, Die ebenen Querschnitte unserer Flächen als 
von Flächen zweiten Grades sind sämmtlich Curven zweiten 
Grades d. h. Kegelschnitte, und insbesondere Hyperbeln, wenn 
sie reelle unendlich ferne Punkte haben. Wir brauchen für 
unsere nächsten Constructionszwecke wesentlich nur ihre zur 
Tafel normalen Schnitte und wollen daher auch nur von 
diesen hier noch Näheres anmerken. Offenbar enthalten die 
zur Schnittebene parallelen Mantellinien des Asymptotenkegels 
in jedem Falle, also für das einfache wie das zweifache Hy- 
perboloid, auch die unendlich fernen Punkte des Querschnittes; 
man sieht daraus, dass die Querschnitte von Ebenen, deren 
Fluchtlinien den Distanzkreis schneiden, Hyperbeln sind, deren 
Asymptoten denselben Winkel mit einander bilden, wie die von 
den parallelen projicirenden aus dem Asymptotenkegel heraus- 
geschnittenen Mantellinien oder wie die Strahlen von jenen 
Punkten des Distanzkreises nach dem Centrum der Projection; 
dass Querschnitte von Ebenen, deren Fluchtlinien den Distanz- 
kreis nicht treflPen, Ellipsen, und die von Ebenen, deren 
Fluchtlinien den Distanzkreis berühren, Parabeln sind. 
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Insbesondere sind daher die Querschnitte aller Nor- 
malebenen zurTafel mit unseren Hyperboloiden gleichsei- 
tige Hyperbeln, oder die Kreise eines Netzes, deren Centra 
in derselben Geraden liegen, bilden stets ein Büschel. Ist s die 
Spur der Normalebene zur Tafel, so ist diese im Falle des zwei- 
fachen Hyperboloids immer und im Falle des einfachen Hyper- 
boloids, sobald sie den Kehlkreis desselben nicht schneidet, die 
Nebenaxe der Hyperbel, während sie im letzten Falle seine 
Hauptaxe ist, falls der Kehlkreis von s geschnitten wird; der 
Pusspunkt des Perpendikels von C^ auf s ist stets der Mittel- 
punkt der Hyperbel und die in ihm auf der Tafel errichtete 
Normale die Hauptaxe der Hyperbel, ausgenommen allein den 
zuletzt genannten Fall, wo sie die Nebenaxe ist; in diesem 
Falle sind die Schnittpunkte von s mit dem Kehlkreise ihre 
Scheitel; in allen andern Fällen erhält man sie als die Schnitt- 
punkte der bezeichneten Normale mit der Hyperbel des Me- 
ridians, der durch diese Normale geht — das Frühere ent- 
hält daher die bequemen Mittel zu ihrer Bestimmung (vergl. 
Art. 66, 75) durch ümlegung dieses Meridians in die Tafel. 
Betrachtet man ihren Bildkreis, so ist derselbe in dem 
Falle des einfachen Hyperboloids und der den Kehlkreis 
schneidenden Spur vom Kehlkreise diametral geschnitten und 
wird von den Bildkreisen aller Punkte des Querschnittes 
orthogonal geschnitten, die Punkte im Kehlkreise sind die 
Grenzpunkte ihres Büschels; er schneidet im Falle des ein- 
fachen Hyperboloides und den Kehlkreis nicht schneidender 
Spur diesen orthogonal und wird von den Bildkreisen des 
Schnittes diametral geschnitten, während dieselben den Kehl- 
kreis orthogonal schneiden; er schneidet im Falle des zwei- 
fachen Hyperboloids den Scheitelkreis im Durchmesser und 
wird seinerseits von allen Bildkreisen des Querschnitts im 
Durchmesser geschnitten — und diese Durchmesser sind recht- 
winklig auf einander. Selbstverständlich ist, dass alle von 
der Axe gleich entfernten Normalschnitte zur Tafel bei dem- 
selben Hyperboloid congruent sind und also auch congruente 
Bildkreissysteme haben. 

92. Wenn der Kehlkreis des einfachen oder der Scheitel- 
kreis des zweifachen Hyperboloids unendlich klein ist, so 
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gehen beide in die Fläche des Asymptotenkegels als ihre 
Grenzform über; die Gesammtheit der durch einen Punkt 
gehenden Kreise der Tafel ist also zugleich ein Netz mit 
Orthogonal- und mit Diametralkreis^ wenn man will; 
man kann es als das konische Kreisnetz bezeichnen. Wir 
haben es bereits früher betrachtet. Die geraden Mantellinien 
sind reell — also stets Anordnung in einfach unendlich viele 
berührende lineare Kreisreihen — , aber die beiden Regel- 
schaaren des einfachen Hyperboloids sind in die eineSchaar 
der Mantellinien des Kegels zusammen gefallen. Für den 
Schnitt mit einer Normalebene zur Tafel erhält man aus den 
letzten Überlegungen als Specialfall das in Art. 58 f. Ent- 
wickelte wieder; wie auch ersichtlich ist, dass durch die 
gleichseitige Hyperbel, welche eine Normalebene zur Tafel 
aus einem der hier betrachteten gleichseitigen Rotationshyper- 
boloide schneidet, immer noch ein zweites solches Botations- 
hyperboloid hindurchgeht, das in Bezug auf die Schnittebene 
orthogonalsymmetrische des ersten — neben unzählig vielen 
andern solchen Rotationshyperboloiden von andern Kehlkreis- 
radien (siehe weiterhin Art. 156 f.), deren je zwei sie als 
Durchdringung erzeugen, so dass durch ihre Kehlkreise das 
Büschel bestimmt ist als die Gesammtheit der zu ihnen or- 
thogonalen Kreise. 

Weiter führend und damit wieder anknüpfend an das 
bei Untersuchung des planaren Systems in Art. 25 — 28 Dar- 
gelegte erweist sich aber die Verbindung und Zusammen- 
fassung dieser Ergebnisse in einigen elementaren 
Formeln. Denn wir fanden das planare System als die 
zweifach unendliche Gesammtheit der Kreise, die eine ge- 
gebene gerade Linie unter einem Winkel von vorgeschrie- 
benem Cosinus schneiden, speciell für die 45^ Ebenen vom 
Cosinus gleich Eins und für die Normalebenen zur Tafel vom 
Cosinus gleich Null. Wir fanden weiter das konische System 
— nicht Netz — das System der Bildkreise der Punkte eines 
gleichseitigen Rotationskegels von beliebiger Spitze, aber mit zur 
Tafel normaler Axe — als die zweifach unendliche Gesammt- 
heit der Kreise, welche einen gegebenen Kreis berühren (Art. 
20 f.) und nun zuletzt die Kreisnetze als die zweifach unend- 
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liehen Gesammtheiten der Kreise, die einen gegebenen Kreis 
orthogonal resp. im Durchmesser schneiden. Alles das führt 
mit Nothwendigkeit zu der Frage nach denjenigen Krei- 
sen, welche einen gegebenen Kreis unter Winkeln 
von vorgeschriebenem Cosinus schneiden — als der- 
jenigen, von welcher die durch das schon Gefundene beant- 
worteten Fragen als Specialfalle anzusehen sind. Bekannte ele- 
mentare Formeln führen sofort auch zu ihrer Beantwortung. 
Wenn zwei Kreise einander berühren, so ist ihre Cen- 
traldistanz c der Summe oder Differenz ihrer Badien gleich, 
also für R als den Radius des festen und r als den des be- 
weglichen Kreises (Fig. 51) 

c=:E±r oder c^ = R^ ±2Rr + r'] 

wenn sie sich im Durchmesser schneiden (Fig. 52, die 
c, r), so hat man ebenso 

c^ + R^ = r^ oder c^ = -- R^ + r\ 

und wenn sie sich orthogonal schneiden (Fig.52, die c*,r*) 

c^ — R^ = r^ oder c^ = R"" + r\ 

Man sieht, mit Ersetzung von +22^ durch — R^ oder von R 
durch Ry — 1 oder Ri geht jenes in dieses über, oder in 
gleichzeitiger Zusammenfassung einer Reihe schon früher ge* 
machter Wahrnehmungen (Art. 68, 69, 73 etc.): Das Ortho- 
gonalschneiden eines imaginären Kreises erscheint 
als diametrales Schneiden seines reellen Stellver- 
treters oder des zugehörigen Symmetriekreises. Die 
Durchmesser eines Kreises gehören als Kreise von unendlich 
grossem Radius und unendlich fernem Mittelpunkte sowohl 
zu dem Systeme der Ejreise, die ihn orthogonal, als auch zu 
dem Systeme derer, die ihn diametral schneiden. 

m. Die Lehre vom Winkelschnitt für Kreise und Kugeln 

und die Systeme zweiten Grades. 

93* Schneiden sich aber zwei Kreise von den Radien R und 
r mit der Centraldistanz c unter dem Winkel 6, so hat man 
aus dem Dreieck, das der Schnittpunkt mit den Centren bil- 
det, also für reellen Schnitt und reellen Winkel ö (Fig. 53) 

^2 = jB2 ^ ^2 _ 2Rr cos Sr, 



106 UI- Bio Lehre vom Winkelschnitt der Kreise und Kugeln. 93. 

woraus für cos <y = + 1 das konische System, für cos <y == 
das System der Orthogonalkreise eines reellen festen Kreises 
und für die gleichzeitige Einführung von Ri statt R das der 
Orthogonalkreise eines imaginären Kreises oder das 
System der seinen Symmetriekreis im Durchmesser schnei- 
denden Kreise sich ergiebt. 

Lässt man aber insbesondere R imd c unendlich gross 
werden, d. h. den festen Kreis R in eine gerade Linie s über- 
gehen (Fig. 54), so ist für den beweglichen Kreis vom Ra- 
dius r und mit dem Abstände e seines Mittelpunktes von der 

festen Geraden 

R + c = 2R, JR — c = e 
und somit wegen 

2Rr cos 6^R^ — c' + r^ oder = (R + c){R — c) + r^ 

nach dem Verschwinden von r^ gegen die unendlich grossen 

Glieder durch Einsetzen 

r cos 6 = e 

und damit cos <y=— = cotan a für a als den Neigungswinkel 

einer durch die gerade Linie und den vom Bildkreise e, r dar- 
gestellten Punkt gehenden Ebene gegein die Tafel; sodass diese 
Ebene der Ort der Punkte ist, deren Bildkreise die gegebene 
Gerade unter Winkeln vom gegebenen Cosinus durchschnei- 
den. Wir haben in Art. 28 dies schon näher besprochen. 

Man construirt nach der Relation rcos ^ = e = r cotan a 
leicht die geraden Linien, welche den gegebenen Kreis unter 
dem Winkel 6 schneiden; sie sind Tangenten des Concentrin 
sehen Kreises vom Radius e und diese alle gehören als Kreise 
von unendlich grossem Radius und unendlich fernem Mittel- 
punkte dem Systeme der Kreise an, die den gegebenen Kreis 
unter dem vorgeschriebenen Winkel schneiden. 

Führt man dieselbe Voraussetzung in die Bedingung des 
orthogonalen Schnittes ein, zieht luan also aus 

E^ - c^ r^ {R + c)(JB - c) «= 2Re = r\ 

so erfährt man, dass die eine Gerade orthogonal schneiden- 
den Kreise ihre Centra in dieser Geraden haben müssen und 
also das Bildkreissystem der durch sie gehenden Nor- 
malebene zur Tafel liefern. Der imaginäre Kreis erlaubt 
diesen Übergang nicht. 
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I 94. Wir denken pun den Mittelpunkt des festen Kreises 
als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordinatensystems, 
dessen Axe z die durch ihn gehende Normale zur Tafel ist, 
sodass die Axen x und y ein Paar zu einander rechtwinklige 
Durchmesser jenes Kreises sind; dann stellt für den als ver- 
änderlich gedachten Kreis r der Kadius die Coordinate z des 
Punktes im Baume dar, von dem er der Bildkreis ist, und 
man hat das Quadrat seiner Gentraldistanz c mit dem festen 
Kreise als die Summe der Quadrate der Coordinaten x und 
y seines Gentrums und des zugehörigen Punktes im Räume. 
Dadurch gehen die Formeln der beiden vorigen Art., welche 
die Abhängigkeit der Kreise der aufgezählten zweifach un- 
endlich vielen Kreise von ihren Grundkreisen ausdrücken^ 
über in Formeln, welche die Abhängigkeit der rechtwinkligen 
Coordinaten der durch diese Kreise abgebildeten Punkte des 
Baumes darstellen oder die Gleichung der durch sie er- 
füllten Oberfläche (Art. 86) liefern. Man erhält so aus 
der Bedingung des orthogonalen resp. diametralen Schnittes 

die Gleichung des gleichseitigen einfachen Botations- 
hyperboloides mit der Tafel als Hauptebene und der Axe 
z als Hauptaxe in der Form 

^r« + 2/2 = jR2 ^ ^2^ 

und die Gleichung des gleichseitigen zweifachen Bota- 
tionshyperboloides unter den gleichen Voraussetzungen iu 
der Form 

daraus die des Netzkegels für 12 = 

ä:^ + y^ = 2^i 

die Grenzform zwischen beiden. Sie geben für ;2f = 

x^ + y^=^B\ rc2 + y2 = -i22; 

das erste die Gleichung des Kehlkreises, das letzte deutlich 
den Scheitelkreis als Symmetrie -Stellvertreter eines Kreises 
von imaginärem Halbmesser bezeichnend. Die Annahme ;e; = oo 
fordert auch Xj y unendlich gross sowohl für positives als 
für negatives JB^, also insbesondere auch für JB = 0; die un- 
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endlich fernen Punkte des Netzhyperboloides ^ gleichviel oti 
es ein einfaches oder zweifaches ist^ sind durch die Durch- 
messer des Grundkreises abgebildet, die in der That (Art. 
92) sowohl orthogonal als diametral schneiden. 

Für zwei solche Hyperboloide von demselben Radius R 
folgt aus den Gleichungen für Kreise der zugehörigen Netze 
von einerlei Radius die Differenz der Quadrate der Abstände 
ihrer Mittelpunkte vom Mittelpunkte des Netzes gleich 2E^ 
und für Kreise von einerlei Mittelpunkt die Differenz der 
Quadrate ihrer Radien ebenso gross, also constant. Aus x=0 
resp. y = erhält man die Querschnitte des einfachen Hy- 
perboloids in den Ebenen yz und 0X resp. mit den Haupt- 
axen in y resp. x 

y^=.B^ + ß\ x^ = R^ + ^2. (^e^.gi^ ^rt. 68) 

und die entsprechendqn Querschnitte des zweifachen Hyper- 
boloids mit derselben Hauptaxe z (vergl. Art. 62) 

y'^ + R^^^z^ x^ + R^^zK 

Mit x^ = R^ wird der Schnitt des einfachen Hyperboloids 
mit einer Tangentialebene im Kehlkreise durch 

als das Paar der besprochenen 45® Linien erhalten; für das 
zweifache Hyperboloid ergäbe sich dasselbe mit x^ = — R^ 

oder x == + R]/ — 1. Für x^ = Rq wird der Schnitt einer 
Normalebene zur Tafel in 

f==^{R^-R,^) + z\ f^z^-{R^ + RJ) 

und y^ =^ z^ — R^ 

resp. mit dem einfachen und zweifachen Hyperboloid 
sowie dem Netzkegel ausgedrückt und man findet in diesen 
Formeln wieder, was in Art. 91 geometrisch entwickelt wor- 
den ist. 

95. Für den gleichseitigen Rotationskegel mit zur 
Tafel normaler Axe, den das System der einen festen Kreis 
berührenden Kreise abbildet, wird aus <? ^=^ R? ^"iRr -\- r^ 

x^ + y^:= R^ ± 2Rz + 0^ = {R± zfy 
woraus für ;8; = als sein Spurkreis in der Tafel der feste 
Kreis a;^ + y^ = ^^ wieder hervorgeht, während für x und 
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y gleich Null die Entfernung seiner Spitze von der Tafel 
i2? = + ü erhalten wird, dem Badius der Basis gleich. Die 
Tangenten des Grundkreises repräsentiren seine unendlich 
fernen Punkte in den zugehörigen Mantellinien. Wenn man 
die Tafel parallel sich selbst bis zu seiner Spitze verschoben 
denkt, so dass für 12 + ;8? nun das neue is zu setzen ist, so 
geht seine Gleichung in die des Netzkegels in Art. 93 über, 
x^ •-\- y^ = z^^ mit der Spitze in der Tafel. Für unendlich 
grosses J? und die feste Gerade als Axe y folgt 

z cos 6 = Xy 

die Gleichung der ohen bezeichneten Ebene, aus welcher 
durch eine Parallelverschiebung der Tafel, d. h. mit Ersetzung 
von z durch z — z^y nur die Form {z — z^ cos 6 ^=^ x ent- 
springt, die für a; = 0, ;2f == Zq eine zur Axe y parallele Ge- 
rade liefert. 

Wenden wir uns nun zur Bedingung des Schnittes mit 
eineÄi festen Kreise von endlichem reellen Radius R unter 
Winkeln von gegebenem Cosinus 

c^ = E^ -f- r^ — 2Br cos (?, 
so geht sie über in 

x^ -{- y^ = 11^ '\' z^ — 2Rz cos 6 

als Gleichung der entsprechenden Fläche. Sie ist wie 
die vorigen vom zweiten Grade, schneidet die Tafel in einem 
Kreise x^ -\- y^ = R^, wird auch von jeder zur Tafel par- 
allelen Ebene is = 0o in einem Kreise 

a;2 + t/2 = iJ2 + 0^2 _ 2RZq cos 6 = i?o' 

geschnitten und hat, weil für x, y, z als gleichzeitig unend- 
lich gross die Glieder R^ und 2Rz cos 6 gegen die Quadrate 
der Xy yy z verschwinden , mit dem gleichseitigen Rotations- 
kegel 

x^ + y^ =8= z^ 

den nämlichen imendlich fernen Querschnitt; sie ist also 
ein gleichseitiges Rotationshyperboloid. Verlegt man 
die Tafel oder die rry- Ebene in die Ebene z = z^y so dass 
für z nunmehr {z — z^ zu setzen ist, so geht die Gleichung 
über in 
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= ü^ + ;Ef^ — 2Rz COS 6 — 200Q + I2q^ -{- 2E0q cos ö 

= (ü^ + ^0^ + 2R0Q cos tf) + ^^ - 2;2f(;2fo + R COS (?) 

und mau erhält für die Wahl der Grösse der Verschiebung 
^Q = — R cos 6 die Gleichung der Fläche in der Form 

x^-\-f = (R^ + R^ cos^ 6 — 2R^cos^6) + ^ = R^smU + 0^', 

der Gleichung eines gleichseitigen Rotationshyperboloides von 
der Axe 0^ dess'en Hauptebene im Abstände — R cos 6 von 
der Tafel ebene liegt und für w^elches das Quadrat vom Ra- 
dius des Kehlkreises gleich ü^ sin^ tf gegeben wird. Der 
zum Grundkreise concentrische Kreis vom Radius JB cos 6 ist 
daher der Basiskreis seines Asymptotenkegels oder die 
Tangenten desselben (vergl. Art. 92) sind die Bildkreise seiner 
unendlich fernen Punkte, die Kreise von unendlich grossem 
Radius und unendlich fernem Mittelpunkte im System der 
Schnittkreise vom Winkel 6 zum Grundkreise. 

96. Das im vorigen Art. gefundene Hyperboloid ist 
für alle reellen und endlichen Winkel 6 ein einfaches 
Hyperboloid, w^eil für solche cos^<l Und somit 1 — cos^c? 
oder sin* positiv ist, somit der Schnitt des Hyperboloids 
mit seiner Hauptebene ein reeller Kreis ist. unter der An- 
nahme aber, dass die Gleichung 

c* = E* + y2 — 2Rr cos a 

den Winkel zweier Kreise auch dann definire, wenn sich die- 
selben nicht reell schneiden, wofür dann natürlich cos 6 eine 
nicht in den Grenzen + 1 und liegende Zahl ist, deren 
Quadrat also immer grösser als 1 ist, wird sin* 6 negativ 
und damit auch das Radiusquadrat des Hauptschnittes vom 
entsprechenden Hyperboloide negativ; das Hyperboloid der 
Punkte, deren Bildkreise ein solches System bilden, ist also 
ein zweifaches gleichseitiges Rotationshyperboloid 
mit zur Tafel normaler Axe, welches den gegebenen festen 
Kreis zum Spurkreise in der Tafel hat, dessen Hauptebene 
im Abstände — R cos 6 von der Tafel liegt und für welches 
Rsine den Radius des Scheitelkreises oder den Abstand der 
Scheitel vom Mittelpunkte giebt. 
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Und da beim zweifachen Hyperboloid auch der Grimd- 
kreis R oder der Spurkreis selbst imaginär sein kann, 
wenn nämlich die Tafel durch einen zwischen den Scheiteln 
gelegenen Punkt der Hauptaxe hindurchgeht, so wollen wir 
auch diesen Fall durch Einführung von — R^ statt R^ oder 
Ri statt R noch berücksichtigen, obwohl er die Grenze ele- 
mentarer Betrachtungen zu übersteigen scheint und jedenfalls 
für geometrische Constructionsaufgaben gewöhnlich nicht in 
Betracht kommt. Die Grundformel giebt 

a;2 + y2 ^ — JR2 + ^« — 2Ri0 cos 6, 

also für einen rein imaginären Cosinus-Werth — wir 
wollen nun den reellen Factor desselben durch cos ö vertreten 
sein lassen — eine reelle Fläche 

x^ + y^ = ^ R^ + z^ + 2R0 cos 0, 

welche durch Verschiebung der Ebene ocy um den Betrag 
00 ^B cos 6 in die Form 

aj2 + y2 = - jR» (1 + cos« a) + 0« 

übergeht, die das zugehörige zweifache Hyperboloid gleich- 
falls sehr einfach bestimmt. 

97. Zur weitern Verdeutlichung wollen wir aber die ganze 
Entwickelung noch in einer die construirende Bestimmung 
unmittelbar liefernden andern Form geben, indem wir uns 
auf die Ermittelung derj enigen KreisedesSystems beschrän- 
ken, welche ihre Centra in einem festen Durchmesser 
des gegebenen Kreises haben. Wir wählen als solchen 
den in der Axe x liegenden und erhalten aus der Schluss- 
gleichung des Art. 94 mit R^ für R^ sin« die Gleichung 

x^^^^R^ 

als die Gleichung der in der zugehörigen Normalebene zur Tafel, 
der Ebene X0, gelegenen Meridianhyperbel, einer auf ihre 
Axen bezogenen gleichseitigen Hyperbel. Wir wollen eine 
solche gleichseitige Hyperbel von der reellen Halbaxe MÄ 
'=MÄ*=>rQ (Fig. 55) betrachten, deren Hauptaxe mit der 
Axe X und deren Nebenaxe mit der Axe eines rechtwink- 
ligen Coordinatensystems am Mittelpunkte M zusammenfällt. 
Vom Punkte P' oder {x\ z') derselben fällen wir Perpendikel 
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P'O und P'O* auf die Axen und x und beschreiben mit 
ihren Längen OP' = aj' = JB, resp. 0*P' =0'=R* Kreise 
um die Fussp unkte und 0*; wir fallen ferner von einem 
beliebigen Punkte P oder (x, z) der Hyperbel auf P' das 
Perpendikel PN von der Länge e' — z und beschreiben um 
N mit demselben als Radius r einen Kreis; und fallen end- 
lich von demselben Punkte P auf P'O* das Perpendikel PN* 
von der Länge x' — x = r* und beschreiben damit um N* 
einen Kreis. Dann ist die Centraldistanz zwischen den Krei- 
sen und N von den Radien x' und {z' — z) gleich x und 
die zwischen den Kreisen 0* und N* von den Radien z' und 
{x' — x) gleich Zy und für die Cosinus der Winkel, unter denen 
sich diese zwei Paare von Kreisen schneiden^ gelten somit 
die definirenden Gleichungen 

cos a = ' \ , . — —7 , cos <y* = t-W-r — —\ 

2x {z ~ z) ' 2z {x — x) 

Nach Art. 69 oder wieder direct aus der Anschauung unserer 
Hyperbel als Umlegung der Durchdringung der mit den Schei- 
teln A und A* und zur Tafel xy normalen Axen gebildeten 
gleichseitigen Rotationskegeln entnehmen wir aber, dass der 
aus durch P' beschriebene Kreis stets die Scheitel Ay A* ent- 
hält, sodass immer a? — z^ = r^ ist und somit auch x'^ — a? 
= z^ — z^. In Folge dessen geben unsere Gleichungen sofort 

^ X 1 



cos a = — und cos <y* = 



X z cos c 

Aus derselben Anschauung erhielten wir aber auch für die 
Tangente der Hyperbel im Punkte P' den Satz, dass ihr Fuss- 
punkt T in der Nebenaxe und der Fusspunkt der zuge- 
hörigen Ordinate mit den Scheiteln A und A* rechte Win- 
kel bestimmen; daraus folgt (Fig. 55) 

/: x' = MO : OP = MO lOA^ OA: OT ^ OF i OT 

= cotan a 
für a als den Winkel, den die Tangente der gleichseitigen 
Hyperbel in P' mit der Axe der x oder mit P' einschliesst; 
und aus MO :0P' =^ cotan a sehen wir, dass a auch der 
Winkel ist, unter welchem die Coordinate OP' vom Mittel- 
punkte der Hyperbel aus erscheint. Damit ist zugleich klar 
geworden, dass die Lehre vom planaren System in Art. 28 
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den Weg zu den nun gefundenen allgemeineren Resultaten genau 
bezeichnet hat; der Streckung des Kreises i2 in die Ge- 
rade s entspricht der Übergang der Meridianhyperbel 

in die Falllinie der Ebene. Für costf*= hat man also 

cos <r 

cos 0* = OF : MO = MO* : 0*P' = cotan (90° — a), 

d. h. die geometrische Definition, die in diesen Bezieh- 
ungen liegt, besteht gleichmässig für die Ereissjsteme 

mit cos <? = c und für die mit cos 0* = — , von denen die 

Kreise des einen den zugehörigen Grundkreis R unter reellem 
Winkel (cos < 1) und die des andern den Grundkreis J?* 
unter nicht reellem Winkel von vorgeschriebenem Cosinus 
(cos 6* > 1) durchschneiden. 

98« Daraus entspringt folgende Construction für die 
Kreise, welche einen gegebenen festen Kreis R unter 
Winkeln von vorgeschriebenem Cosinuswerth schnei- 
den: Man bestimmt den stets reellen Winkel cc^ dessen Cotan- 
gente dem gegebenen Cosinus gleich ist und bildet über einem 
Radius OP' des gegebenen Kreises R (Fig. 55) das bei recht- 
winklige Dreieck P' OM, in welchem dieser Winkel a der Ka- 
thete P' gegenüberliegt. Dann ist M der Mittelpunkt, MO 
die eine und die dazu rechtwinklige Gerade die andere Axe der 
gleichseitigen Hyperbel durch P', welche die Kreise des Sy- 
stems mit der Centrale P'O und damit das ganze System 
repräsentirt. Man erhält auch durch Antragen von a in P' 
an OP' die zu P' gehörige Tangente der gleichseitigen Hy- 
perbel; für « > 45® wird MO ihre Nebenaxe und der aus 
durch P' beschriebene Kreis R selbst schneidet aus der Haupt- 
axe die Scheitel A und Ä* heraus; für cc < 45® ist MO die 
Hauptaxe, die Parallele durch M zu P'O die Nebenaxe, und 
durch das Perpendikel von P' auf sie und den mit seiner Länge 
um seinen Fusspunkt beschriebenen Kreis erhält man die 
Scheitel. Betrachtet man diese gleichseitige Hyperbel als aus 
der Normalebene zur Tafel durch OP' niedergelegt, so sind 
die Bildkreise ihrer Punkte die Kreise vom Schiiittwinkel 
mit dem gegebenen Kreise aus durch P' von der Centrale 
0P\ Denkt man die aufgerichtete Hyperbel um ihre zur 
Tafel normale Axe gedreht, so ist jedes der beiden in Be- 

Fiedler, Cyklographie. 8 
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zug auf die Tafel zu einander orthogonal-symmetrischen gleich- 
seitigen Rotationshyperboloide, welche sie erzeugt — ihren 
zwei entgegengesetzten Aufrichtungen entsprechend — ein 
Ort der Punkte im Baume , deren Bildkreise den gegebenen 
Kreis unter Winkeln von dem vorgeschriebenen Cosinus schnei- 
den. Für cos 6 = cotan a < 1 und somit a > 45® sind die- 
selben einfache Hyperboloide; beschreibt man in diesem 
Falle um mit der reellen Halbaxe MÄ als Radius einen 
Kreis, so bilden diejenigen Kreise des Systems, die ihre Mit- 
telpunkte in einer Tangente desselben haben, zwei zum Berüh- 
rungspunkte symmetrisch liegende lineareReihen berüh- 
render Kreise (Art. 87): Ihre Berührungspunkte sind zu beiden 
Seiten des Berührungspunktes der Centrale in der Entfernung 
OM gelegen, denn sie sind die Bildkreisreihen der geraden 
Linien des einfachen gleichseitigen Hyberboloids in der durch 
die gewählte Gerade gehenden Normalebene zur Tafel. Für 
cos (? = cotan a> 1 und somit a < 45® sind die entstehen- 
den gleichseitigen Hyperboloide zweifache, und eine Zusam- 
menfassung der Kreise des Systems in Paare von berührenden 
linearen Reihen ist nicht möglich (Art. 88). Weil aber durch eine 
gleichseitige Hyperbel mit zur Bildebene normaler Hauptaxe 
stets zwei gleichseitige Rotationskegel mit zur Bildebene nor- 
malen Axen gehen, für die die Endpunkte der im Mittelpunkte 
auf der Ebene der Hyperbel errichteten ihrer halben Hauptaxe 
gleichen Normalen die Spitzen sind (Art. 58 f.), so ordnen sich 
die Kreise des Systems bei nicht reellem Schnittwinkel in Sy- 
steme mit einerlei Grundkreisdurchmesser als Cen- 
trale, deren Kreise dann immer zwei gleiche feste 
Kreise auf einerlei Art berühren: Ihre Radien sind da- 
her gleich MO und ihre Centra liegen um AM von entfernt 
in dem zur Centrale senkrechten Durchmesser; sie gehen durch 
die Endpunkte des in ihr liegenden Grundkreisdurchmessers. 
99. Denkt man ein solches Hyperboloid im Räume festge- 
halten und die Tafelebene längs seiner Axe und unter Fest- 
haltung der Rechtwinkligkeit zu derselben verschoben, so 
enthält sie nach einander alle seine Parallelkreise als Spurkreise 
und man erhält aus dem einfachen Hyperboloid nach 
einander die Systeme für alle Schnittwinkel bei concentrischen 
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reellen Grundkreisen^ deren Radien vom Eehlkreisradius des 
Hyperboloids mit dem Schnittwinkel ö und dem Neigungswinkel 
der Tangentialebene a gleich 90® stetig wachsend alle Werthe 
durchlaufen unter steter Abnahme der Winkel a und 6 in 
der Weise, dass a dem Grenzwerthe 45® und 6 dem Grenz- 
werthe 0® zustrebt, welche beide gleichzeitig für die Tafel als 
unendlich fernen Querschnitt erreicht werden. Die Badien 
derjenigen Kreise der verschiedenen diesen Lagen entspringen- 
den Systeme, welche den nämlichen Mittelpunkt haben, durch- 
laufen dabei alle Grössen, von Null, wenn die Bildebene durch 
einen der beiden zugehörigen Punkte in der Fläche des Hy- 
perboloids geht, bis zum unendlich grossen Werthe bei end- 
licher Centraldistanz; jeder der Werthe erscheint dabei zwei- 
mal. Dagegen ergeben sich aus dem zweifachen Hyper- 
boloid für Bildebenen, die seine Axe in der Strecke zwischen 
den Scheiteln treffen, imaginäre Grundkreise, von denen 
der Fusspunkt der Hauptaxe als Mittelpunkt und eine negative 
Grösse als Radiusquadrat bekannt ist, nämlich die Differenz 
vom Quadrat des Abstandes der Ebene vom Mittelpunkte 
vermindert um das Quadrat der Halbaxe d^s Hyperboloids; 
man sieht, dass solche Kreise durch ihre reellen Symmetrie- 
kreise vertreten werden können wie früher und dass diese Sym- 
metriekreise durch die betreffenden Lagen der Tafelebene 
aus der Scheitelberührungskugel des zweifachen Hyper- 
boloids ausgeschnitten werden; die zugehörigen Cosinuswerthe 
sind rein imaginär. (Vergl. Art. 96.) Die Bildebene durch das 
Centrum des Hyperboloids liefert das Netz mit Scheitelkreis 
als einen imaginären Kreis mit rechtwinkligem Schnitte (cos 6 
= 0) — in Bestätigung des schon im Art. 92 Gefundenen. 
Für die übrigen Lagen der Bildebene zwischen den Scheiteln 
spricht sich das Nämliche aus in der Relation jener gleichen 
Kreise, welche wir am Schlüsse des vorigen Art. als gemein- 
same Berührujagskreise aller Kreise des Systems für einerlei 
Grundkreis -Durchmesser als Centrale gefunden haben; sie 
schneiden den reellen Grundkreis im Durchmesser, den aus 
der Scheitelberührungskugel erhaltenen Symmetriekreis andern- 
falls schneiden sie orthogonal. Die Winkel wachsen vom 

Scheitel bis zum Centrum durch alle Werthe von 0^ bis 90^. 

8* 
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Für die Ebene durch einen Scheitel erhält man einen 
Grundkreis vom Radius Null mit a gleich Null und somit 
Schnittwinkeln vonimendlich grossem Cosinus; für alle übrigen 
Lagen der Tafel Grundkreise mit Radien von allen Grossen und 
Kreissysteme von festen nicht reßllen Schnitt winkeln, weil 
immer a < 45^ und cos <y > 1 ist, bis die Tafel in unendlicher 
Entfernung vom Mittelpunkte des Hyperboloids ankommt, und 
damit der Grenzwerth a = 45^, cos <y = 1 und die Berüh- 
rung der Kreise mit dem Grundkreise erreicht würde. 

100. Man kann umgekehrt für denselben Kreis die gleich- 
seitigen Rotationshyperboloide zu allen Cosinuswerthen von 
Schnittwinkeln construiren. Man erkennt zuerst, dass die Ge- 
sammtheit der Hyperboloide durch einen Kreis ein Büschel 
von Flächen zweiten Grades mit der nämlichen aus diesem 
Kreise und dem unendlich fernen Querschnitt zusammenge- 
setzten Durchdringungscurve bildet; und sodann, dass cos 6 der 
Parameter des Büschels ist, der für reelle Flächen alle reellen 
Zahlwerthe durchlaufen wird; je zwei einem Cosinuswerthe 
oder demselben Parameterwerthe zugehörigen unter den durch 
zwei feste Kreise der Tafel gehenden Büscheln dieser Art 
durchdringen sich in einem Kegelschnitte und liefern ein ein- 
fach unendliches System von Bildkreisen mit in einem Kegel- 
schnitte vertheilten Centren, welche die gegebenen Kreise unter 
dem vorgeschriebenen Winkel schneiden. Aber dieGesammt- 
heit dieser Systeme bildet ein neues einfaches Sy- 
stem, nämlich ein Kreisnetz. Weil man erhält 

Ä* + 0« — (x* + y*) 

und weil also für zwei Kreise von den Radien R^ und + R^ 
(i 2^^ Berücksichtigung der möglichen Gleichheit oder des Ge- 
gensatzes im Sinne) und der Centraldistanz c für die Axe x als 
Centrale und den Mittelpunkt des ersten Kreises als Anfangs- 
punkt der Coordinaten bei gleichen Schnittwinkeln sein muss 

+ {2?^2 + ^2_^2 _y2} JB^ = {12^2 + ^2_ (^ _ cf-y^] R^ 

d. h. durch Ordnung nach den Veränderlichen 0, x, y und 
Division mit (JR^ ^ iJg) 
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so sieht man, dass alle die Kreise, welche zwei beliebig ge- 
gebene Kreise in der Tafel unter Sehnittwinkeln von glei- 
chem Cosinuswerthe, gleichviel von welcher Grösse dessel- 
ben, schneiden, ein zweifach unendliches System bilden 
und zwar ein solches, das von einem reellen oder einem 
imaginären Kreise unter rechten Winkeln geschnitten wird, 
d. h. ein Kreisnetz; denn der Ort der Punkte, deren Bild- 
kreise sie sind, ist wieder ein gleichseitiges Rotationshyper- 
boloid, dessen Centrum aber in der Bildebene, nämlich in der 
Centrale der Grundkreise liegt. Man sieht auch, dass dieses 
neue gleichseitige Hyperboloid in eine zur Centrale in ihrem 
Halbirungspunkte normale Ebene übergeht für R^ =* B^ bei 
Geltung der oberen Zeichen, da dann gegen die gebrochenen 
Glieder auf der rechten Seite der vorigen Gleichung mit ihren 
unendlich grossen Coefficienten alle andern Glieder verschwin- 
den, so dass durch Unterdrückung desselben entsteht c = 2x 
— ganz wie es die Anschauung unmittelbar lehrt: Die Durch- 
dringungshyperbeln aller Paare solcher zu gleichen Kreisen 
für bestimmte gleiche Cosinuswerthe der Schnittwinkel con- 
struirten Hyperboloide liegen in der Ebene, welche ihre Cen- 
traldistanz rechtwinklig halbirt; das System der ' gesuchten 
Kreise ist die Gesammtheit der Kreise, welche ihre 
Mittelpunkte in der senkrechten Halbirungslinie der 
Centrale der gleichen Grundkreise haben. 

101. Der Hauptschnitt des Netzhyperboloids der Kreise, 
welche zwei gegebene Kreise untef Winkeln von gleichem 
Cosinuswerthe durchschneiden, kann dann leicht gefunden 
werden. Zunächst in Anknüpfung an die Formel des vorigen 
Artikels; denn als Spurquerschnitt des Hyperboloids 

erhält man mit je? = den , Kreis 

Denkt man sich aber den Anfangspunkt der Coordinaten in 
der Axe x nach seinem Mittelpunkte verschoben, so entspricht 
dies der Einsetzung von (x — x') für x in diese Gleichung 
unter solcher Wahl von x, dass das in x lineare Glied der- 
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selben verschwindet und damit die auf der rechten Seite ver- 
einigte Gruppe constanter Glieder das Radiusquadrat des Krei- 
ses ausdrückt. So findet man für die Abscisse des Mittel- 
punktes den Werth 

und erkennt damit die beiden Ahnlichkeitspunkte der 
Grundkreise als die beiden Lagen des Mittelpunktes^ 
entsprechend den beiderlei Vorzeichen des 2?2 ^^^ damit der 
Gleichheit oder dem Gegensatze des Drehungssinnes der Kreise 
und der von ihnen mit den Kreisen des Systems gebildeten 
Winkel. Das Badiusquadrat ergiebt sich als das des zu- 
gehörigen PotenzkreiseS; das denkbar einfachste Resultat. 
Wir haben aber diesesResultat bereits längstvor- 
her in ganz anderer Weise gefunden und hier nur den 
Anlass erhalten, dasselbe in seiner eigentlichen ste- 
reometrischen Auffassung zu verstehen; denn es ist in 
der Lehre von den potenzhaltenden Punkten und Kreisen enthal- 
ten, wie sie in Art. 76 f. entwickelt worden ist. Wir sahen dort, 
dass zwei Paare potenzhaltender Punkte auf zwei Strahlen aus 
demselben Ähnlichkeitspunkte in einem Kreise liegen, der beide 
gegebene Kreise unter denselben Winkeln schneidet und zum zu- 
gehörigen Potenzkreise rechtwinklig ist. Wir sehen nun, dass die 
gegenwärtige Entwickelung die stereometrische Interpretation 
davon ist; alle diese Kreise sind Bildkreise der Punkte eines ein- 
fachen gleichseitigen Rotätionshyperboloids, das den Potenzkreis 
zum Kehlkreise hat; Fig. 56, Tafel VIII zeigt zu den sich schnei- 
denden Kreisen K^, Kg die aus den Ahnlichkeitspunkten A, J 
beschriebenen Potenzkehlkreise P^, Tj und für zwei Punkte 
P, P* als Centra die Paare der sie orthogonal und die K^, 
K^ gleichwinklig schneidenden Kreise ; die Schnittwinkel sind 
bei P reell, bei P* imaginär. Sie sind die Bildkreise der Punkte 
eines zweifachen gleichseitigen Rotätionshyperboloids mit dem 
Potenzkreise als Scheitelkreis, wenn dieser ein Symmetriekreis 
reciproker Radien statt einer Directrix ist; dann schneiden 
ihn auch jene Kreise im Durchmesser statt orthogonal; in Fig. 
57 ist für nicht schneidende Grundkreise K^, Eg ™i^ ^^m Potenz- 
kehlkreise Py und dem Potenzscheitelkreise S^, das Paar der 
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schneidenden aus P gezeichnet. (Vergl. Art. 73.) Kurz man 
kann sagen^ dass die Lehre von der gemeinsamen 
Potenz und von den potenzhaltenden Kreisen von 
zwei Kreisen die planimetrisch dargelegte Form der 
Anschauung der letzten Ergebnisse unserer stereo- 
metrischen Betrachtungen ist. Doch giebt unsere ele- 
mentare Rechnung auch das Resultat^ dass für ein bekann- 
tes Verhaltniss der Cosinuswerthe von 6^ und ^g z. B. 

cos 0^ : cos 6^ = C-^lC^ 
das Ergebniss im Wesentlichen dasselbe bleibt; u.a.m. 
Und sie hat uns gelehrt, dass die Gesammtheit- der Kreise, 
welche zwei gegebene Kreise unter gleichen Winkeln schnei- 
den, sich nach der Grösse dieser Winkel oder vielmehr ihrer 
Cosinuswerthe in einfach unendlich viele Bildkreissysteme von 
Kegelschnitten ordnen; und wir erkennen darin ein Ordnungs- 
princip für die Gesammtheit der zweifach unendlich vielen 
potenzhaltenden Kreise, welches nähere Betrachtung verdient. 
Diese werden wir weiterhin (Art. 134 f.) durch die allgemeine 
Theorie der Kegelschnitte ausführen. Wir werden dabei 
sehen, dass das System der Kreise, welche beide gegebene 
berühren, das einfachste in planimetrischer Hinsicht, und ste- 
reometrisch die Durchdringung der beiden Kegel unter den 
Hyperboloiden der Syteme von bestimmtem gleichem Schnitt- 
winkel, die Übersicht des ganzen Systems in der Weise mar- 
kirt, wie wir schon die potenzhaltenden gemeinsamen Berüh- 
rungskreise zu zwei Kreisen in Art. 81 hervortreten sahen. 

102. Zu zwei Kreisen 1 und 2 gehören zwei Potenz- 
kreise, ein äusserer und ein innerer, und dieselben bestimmen 
die beiden Netze von Kreisen, deren Gesammtheit die gleich- 
winklig schneidenden Kreise beider bildet; sie sind zu jenen 
Potenzkreisen orthogonal für positive Potenz und zu dem einen 
von ihnen diametral für negative Potenz. 

Hat man dreiKreise 1,2, 3, so mögen die Ahnlichkeits- 
punkte und Potenzkreise von 1 und 2 als J.3 und J3 resp. A3, I3; 
die von 2 und 3 als A^y J^ resp. A^, I^ und die von 3 und 1 als 
A^y J^ resp. Aa, Ig bezeichnet werden. DiQ Potenzkreise grup- 
piren sich nach den vier Ahnlichkeitsaxen in die vier Tripel 
•^1} Ag, A3; Aj, Ig, Xj; Ii, Aa, I^; Ij., I2; A3, 
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welche je ein Büschel bilden, so dass die zugehörigen 
gleichseitigen Botationshjperboloide sich in dersel- 
ben zur Tafel symmetrischen gleichseitigen Hyperbel 
durchdringen; denn für einen Punkt der Durchdringung des 
Hyperboloides mit A^ mit dem von Ag hat man einen zu den Ejrei- 
sen 2 und 3 und resp. 3 und 1 gleichwinkligen Bildkreis, der also 
auch zu 1 und 2 gleichwinklig ist, so dass der zugehörige Punkt 
auch dem Hyperboloide von Ag angehören muss. Oder auch: Die 
drei Kreise bestimmen ein Netz und ein Netzhyperboloid, von 
dem ihr Potenzcentrum und Potenzkreis Mittelpunkt und Haupt- 
kreis sind • — in dem besonderen Falle, wo sie durch einen 
Punkt gehen, ein konisches Netz und einen Netzkegel; wenn 
zwei von ihnen gerade Linien sind, so ist der Schnittpunkt 
derselben das Potenzcentrum und für einen als gerade Linie 
der Schnitt derselben mit der Potenzlinie der beiden anderen, 
etc. Die Potenzkreise der drei Paare aus den gegebenen 
Kreisen gehören weil zu den durch sie bestimmten Büscheln 
sämmtlich zu diesem Netze, und da sie ihre Centra zu dreien 
in gerader Linie haben, nämlich je zu dreien in einer Ahn- 
lichkeitsaxe der Kreise, so gehören sie zu solchen drei zu je 
einem Büschel; die Axen oder Centralen dieser Büschel sind 
die Perpendikel vom Potenzcentrum auf die Ahnlichkeitsaxen, 
und die zu diesen Axen symmetrischen und zugleich durch 
den gemeinsamen Orthogonalkreis harmonisch getrennten 
Punkte ihre Grundpunkte, sowie die Schnittpunkte dieses 
Kreises mit den Ahnlichkeitsaxen. ihre Grenzpunkte. Auf 
den Unterschied in der Bedeutung dieser Potenzkreise als reelle 
oder nicht reelle Kreise ihrer Büschel und folglich auch des 
Netzes der drei Kreise, und die Art, wie derselbe sich aus- 
prägt, kommen wir weiterhin noch zurück. (Art. 129 f.) Hier mag 
noch angemerkt werden, dass für die Ahnlichkeitskreise von 
drei Kreisen in Paaren (Art. 73) derselbe Beweis gelten würde. 
Man erhälialso vier Büschel, die die Ahnlichkeitsaxen 
zu ihren resp. Potenzlinien haben oder deren Centralen recht- 
winklig zu denselben sind. Die Ahnlichkeitsaxen gehören 
selbst zu ihnen al» Kreise von unendlich grossem Radius — 
wie sie denn in der That die Kreise 1, 2, 3 gleichwinklig 
schneiden (Art 27, 47). In Fig. 58 sind die sechs Potenz- 
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kreise für einen Fall mit gegenseitig schneidenden Grundkreisen 
1^ 2, 3^ wo sie also sämmtlich Potenzkehlkreise sind^ einge- 
zeichnet; dazu auch für die beiden Ahnlichkeitsaxen Sq und s^ 
die Centralen der Büschel p^^ und p^. Alle vier Büschel sind Bü- 
schel mit Grundpunkten. In diesen Büscheln sind für den Punkt 
P® resp. den Punkt P^ als Centrum die gleichwinklig schnei- 
denden EreisC; den zugehörigen Potenzkreisen orthogonal^ an- 
gegeben. Die Kreise dieser Büschel unterscheiden sich wie die 
Ahnlichkeitsaxen durch die Art des gleichzeitigen Schnittes 
mit den drei Kreisen. 

Man sieht sofort — aus der Anschauung oder nach Art. 98 
— dass zwei Kreise aus demselben Centrum zu beschreiben 
sind, die einen gegebenen Kreis unter gleichen Winkeln schnei- 
den; der eine von ihnen (der vom grosseren Radius oder dem 
Punkte von der grösseren Ordinate im Hyperboloide entspre- 
chend) schneidet denselben, wir wollen sagen mehr einschlies- 
send, der andere mehr ausschliessend; denkt man den 
Schnittwinkel sich dem NuUwerthe oder das Hyperboloid dem 
Kegel nähernd, so nähert sich der erste dem einschliessenden, 
der letzte dem ausschliessenden Berührungskreise. Man könnte 
etwa auch sagen, der eine schneide den festen Kreis über 
dem Durchmesser, der andere unter dem Durchmesser, oder 
der Winkel des er&ten mit dem festen Kreise sei spitz, der 
Winkel 6 des zweiten stumpf, also 180^ ^- ö] wir wollen den 
ersten Ausdruck als den am meisten anschaulichen für reelle 
Schnittwinkel gebrauchen. In Fig. 58 schneidet offenbar der 
Kreis von P^ von den drei Grundkreisen den ersten mehr um- 
schliessend, die beiden andern mehr ausschliessend. Wenn wir 
diese Bezeichnungsweise hier zunächst für den gleichwinkligen 
Schnitt eines Kreises mit gegebenen Kreisen anwenden, so ist 
dock evident, dass sie ganz unverändert fOr den Schnitt unter 
beliebigen verschiedenen Winkeln gilt. ( Vergl. Art. 1 26 f.) 

103. Wir werden nun sagen, der Schnitt eines Kreises 
mit drei festen Kreisen unter dem Winkel 6 sei gleichartig, 
wenn derselbe alle drei mehr einschliessend oder alle drei 
mehr ausschliessend berührt und so ist die Relation der Kreise 
des Büschels, welches die Ahnlichkeitsaxe A^A^A^ oder s^ 
zur Potenzlinie hat; dies Verhalten zeigt daher der Kreis 
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um P^ in Fig. 58. Dagegen ist der Schnitt der Kreise der 
drei andern Büschel mit den gegebenen Kreisen ungleich- 
artig; nämlich das Büschel von der Potenzlinie \^^ «^2 ^s ^^'' 
steht aus Kreisen^ die die Kreise 2 und 3 gleichartig^ dagegen 
den Kreis 1 in der andern Art unter dem Winkel schneiden; 
sie schneiden also z. B. die Kreise 2 und 3 mehr einschlies- 
send und den Kreis 1 mehr ausschliessend unter dem Winkel 
ö oder umgekehrt, wie der Kreis um P^ in Fig. 58. Ebenso 
schneiden die Kreise des Büschels von der Potenzlinie J^Ä^J^ 
die Kreise 1 und 3 gleichartig und den Kreis 2 in der ent- 
gegengesetzten Art; und die Kreise des Büschels von der 
Potenzlinie J^J^A^ die Kreise 1 und 2 gleichartig, den Kreis 3 
entgegengesetzt. Natürlich sind alle drei Schnitte desselben 
Kreises mit den Kreisen 1, 2, 3 gleichzeitig reell und gleich- 
zeitig imaginär. Offenbar kommen auch im Allgemeinen alle 
reellen und alle imaginären Schnittwinkel vor. Unter den 
reellen heben wir die Grenzwerthe 0^ und 90^ hervor; der 
erste der Berührung entsprechend, die auch entweder ein- 
schliessend ist {p = 0^) oder ausschliessend (<? = 180^); wäh- 
rend oflfenbar der orthogonale Schnitt den Grenzüber- 
gang zwischen dem mehr einschliessenden und dem mehr aus- 
schliessenden Schnitte bildet, weil der Supplementwinkel des 
Rechten wieder ein rechter Winkel ist. Wir sehen daraus, 
dass der Orthogonalkreis der drei Kreise zu allen vier 
Büscheln der gleichwinkligen Kreise gehören muss, sodass 
sein Centrum der Schnitt ihrer Centralen Pq^ p^, p^, p^ ist 
— (siehe Fig. 58), oder dass er die zwei Punkte abbildet, 
in denen sich die vier Durchdringungshyperbeln der Hyper- 
boloide zu dreien oder die sechs durch die Potenzkreise der 
drei Kreise bestimmten Hyperboloide durchdringen. Er ist 
in Fig. 58 nicht reell, d. h. diese Punkte sind es auch nicht. 
Wir sehen also auch, dass die Ebenen der vier Büschel die 
vom Potenzcentrum gegen die Ahnlichkeitsaxen gelegten Nor- 
malebenen und ihre Centralen die von jenem auf diese ge- 
fällten Perpendikel sind. Es ist klar, dass die Kreise selbst 
die aus diesen Centralen orthogonalen resp. diametralen zu 
den betheiligten Potenzkreisen sind, nämlich orthogonal für 
Kehlkreise, diametral für Scheitelkreise der Netzhyerboloide. 
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Jedes dieser Perpendikel wird insbesondere die Centra von zwei 
Kreisen enthalten^ für welche der gleiche Winkel zu den ge- 
gebenen Kreisen Null ist. Den Grenzpunkteh oder Nullkreisen in 
jenen Büscheln entspricht der Schnitt unter gleichen Winkeln 
von unendlich grossem Cosinuswerthe. Kreise von bestimmtem 
Badius enthält jedes dieser Büschel im Allgemeinen zwei, für 
den Radius des Potenzkreises liefern ihre Centra die zu ihm or- 
thogonalsymmetrischen in Bezug auf die Ahnlichkeitsaxen; etc. 
^ 104, Wenn unter den drei Kreisen zwei, sagen wir die 
Kreise 2 und 3 von gleichen Radien sind, so fällt ihr äusse- 
rer Potenzkreis A^ in ihre Potenzlinie und das zugehörige Hy- 
perboloid in die durch diese gehende oder die Centrale 2 3 
halbirende Normalebene zur Tafel, indess der innere Poten^- 
kreis I^ um den Mittelpunkt der Centrale beschrieben ist; etc. 

Haben alle drei gleiche Radien, so sind die Hyper- 
boloide Ai,A2, A3 die die Centralen normal halbirenden Ebenen 
und ihre Durchdringung die Normale zur Tafel im Mittel- 
punkte des durch die Centra gehenden Kreises oder im Potenz- 
centrum; alle Kreise um diesen Punkt s^chneiden offenbar die 
gegebenen Kreise gleichwinklig und in gleicher Art, weil sie 
zu der in diesem Falle unendlich fernen äusseren Ahnlichkeits- 
axe ^1^2 ^3 gehören. Wir nehmen nun beispielsweise an, die 
Kreise 2 und 3 schneiden sich nicht, werden aber vom Kreise 1 
geschnitten. Der Ähnlichkeitsaxe A^J^J^ entsprechen dann 
Kreise mit der Potenzlinie A^ als Centrale, welche die Po- 
tenzkreise Ig, I3 orthogonal schneiden; der Axe J^A^A^ solche 
mit A2 als Centrale, die I^ diametral und I3 orthogonal schnei- 
den und der Axe J^J^A^ solche aus der Centrale A^, welche I^ 
diametral und 1^ orthogonal schneiden; sie bilden die Gesammt- 
heit der die Kreise 1, 2, 3 gleichwinklig schneidenden Kreise. 

In der ersten concentrischen Gruppe erscheint der Orthogo- 
nalkreis und zwei der Berührungskreise, in jeder der drei anderen 
Gruppen findet man im Allgemeinen auch zwei Berührungskreise. 

Haben die Grundkreise insbesondere gleichen unendlich 
grossen Radius, oder sind sie in ihren endlichen Theilen drei 
gerade Linien, so arten die Hyperboloide sämmtlich in die zur 
Tafel normalen Halbirungsebenen der von ihnen gebildeten 
Winkel aus und die vier Büschel werden zu den vier concen 
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irischen Systemen um die Mittelpunkte der eingeschriebenen 
Kreise, wie schon in Art. 56 in ganz hierher treflfender Art 
entwickelt worden ist. 

Bilden im vorigen Falle die Gentra ein gleichseitiges 
Dreieck, in diesem Falle die endlichen Theile der Kreise ein 
gleichseitiges Dreiseit, so erhalten die vier Kreisbüschel die 
grösstmöglichste Symmetrie. 

106. Wir besprechen endlich den Fall von vier Krei- 
sen und die Bestimmung der Kreise, die sie unter glei- 
chen Winkeln schneiden. Die Combination der Kreise 
1, 2, 3 und die der Kreise 2, 3, 4 liefert je eine Gruppe von 
vier Büscheln von Kreisen, welche die jedesmal gegebenen 
drei Kreise unter gleichen Winkeln schneiden mit dem Unter- 
schiede von Gleichartigkeit oder Ungleichartigkeit in Bezug 
auf mehr ein- und mehr ausschliessend nach dem Vorigen. 

Wenn ein Büschel der ersten Gruppe und ein Büschel 
der zweiten einen Kreis gemein haben, so entspricht derselbe 
der Aufgabe ; denn jeder Kreis jenes Büschels ist zu den Krei- 
sen 12 3 gleich geneigt und jedes der sechs Hyperboloide 
der Gruppe 2 3 4 ist Ort von Punkten, deren Bildkreise zu 
zweien unter den Kreisen 2, 3, 4 gleich geneigt sind; der 
Schnittpunkt der Hyperbel jenes Büschels mit diesem Hyper- 
boloid muss also einen zu allen vier Kreisen gleich geneigten 
Bildkreis liefern. So scheint man im Allgemeinen sechszehn 
Lösungen des Problems zu erhalten, die sich nach der Art 
des Schnittes von einander unterscheiden. Ist 0* das Potenz- 
centrum der Kreise 1, 2, 3 und sind i>o*> J^iS äS JPs* die Per-, 
pendikel von demselben auf die Ahnlichkeitsaxen Sq*, s^*, ^2*, 53* 
der Gruppe; und sind ebenso l^oS aSäSi^s^ ^i® Perpendikel 
vom Potenzcentrum 0^ der Kreise 2, 3, 4 oder 2, 3, 1* auf 
die zugehörigen Ahnlichkeitsaxen Sq^, s^^, Sg^ s^\ so sind noth- 
wendig unter den sechszehn Schnittpunkten zwischen einem 
Perpendikel p,* und einem Perpendikel pk^ (wobei auch i = A 
sein kann) die Mittelpunkte der gesuchten Kreise; aber sie sind 
nicht alle solche Mittelpunkte. Man erhält z. B. einen sol- 
chen aus dem Schnitt yonp^^ mitp^^ d. h. dem Schnitt der Nor- 
malen von 0^ resp. 0^ auf die Ahnlichkeitsaxen resp., die in 
der Gruppe 12 3 den äusseren Abnlichkeitspuukt von 1 und 2 
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mit den zwei inneren von 1 3, 2 3 und in der Gruppe 1*2 3 
den äusseren Ahnlichkeitspunkt von 1* 2 mit den inneren 
von 2 3, 1* 3 verbinden. Der Schnittpunkt ist Mittelpunkt 
eines Kreises^ welcher die Kreise 1, 2, 3, 4 (1*) unter den- 
selben Winkeln schneidet, und zwar die Kreise 1, 2, 4 (1*) 
gleichartig, den Kreis 3 aber in entgegengesetzter Art. Der- 
selbe ist zu den Potenzkreisen der betheiligten fünf Ähnlich- 
keitspunkte Ä^j J^y J^ (der ersten) und A*^, J^, J\ (der 
zweiten Gruppe — J^ ist beiden Gruppen gemein) orthogonal 
resp. diametral; je nachdem jeder derselben ein Kehl- resp. 
Scheitelkreis des bezuglichen Netzhyperboloides ist. Die Schnitte 
von zwei gleichnamigen p und ebenso die von p^ imd Pq in 
beiden Systemen wie auch die von j^g und p^ in beiden geben 
Centra solcher Kreise. Fig. 59 enthält für die Kreise mit 
den Centren 1, 2, 3, 4 die Gruppen-Potenzcentra 0*, 0^ und 
die Ahnlichkeitsaxen, von ihren Perpendikeln p^^ und 2\\ <iie 
sich im Mittelpunkte eines der gleichwinkligen Kreise treffen ; 
der Radius desselben ist durch die Orthogonalität zum äussern 
Potenzkreise der Kreise 2 und 3 bestimmt. Die Tangenten in 
seinen Schnittpunkten mit den Kreisen 1^ 2, 3^ 4 an diese be- 
rühren in der That den nämlichen mit ihm concentrischen Kreis. 

Man sieht; dass zu vier Kreisen der Ebene damit eine 
Gruppe von acht neuen Kreisen und in ihren Centren eine 
Gruppe von acht ausgezeichneten Punkten hinzutritt; es liegt 
nahC; nach ihrem Zusammenhange mit den früher beispielsweise 
berührten Beziehungen der vier Kreise (Art. 51) zu fragen; wir 
können nicht auf die Erörterung ihres Systems eintreten. Auch 
die Frage, wie die Badienwerthe Null und Unendlich unter 
ihnen vorkommen können, erörtern wir nicht im Allgemeinen. 

106. Die Grösse des Winkels ö, unter welchem ein 
Kreis der Lösung die vier gegebenen Kreise schneidet, hängt 
von der Lage und Grösse dieser Kreise ab. Insbesondere 
kann derselbe 0^ oder 180® sein und es soll hier der specielle 
Fall der vier Berührungskreise zu drei geraden Linien kurz 
besprochen werden, in welchem es bekanntlich einen gemein- 
samen Berührungskreis giebt, den man als den Feuer- 
bach' sehen Kreis zu bezeichnen pflegt. 

Die vier Kreise, welche drei Gerade berühren, sind die 
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Bildkreise von vier Punktepaaren im Räume und die Basis- 
kreise der zugehörigen gleichseitigen Rotationskegel mit zur 
Tafel normalen Axen, welche die durch die drei Geraden 
gehenden 45^ Ebenen berühren. Solche vier dieser Kegel, von 
denen der über dem eingeschriebenen Kreise stehende seinen 
Mittelpunkt auf der enigegengesetzten Seite der Tafel von 
den drei andern hat, durchdringen sich paarweis in sechs Hyper- 
beln und der Feuerbach'sche Satz ist der Ausdruck der Wahr- 
heit, dass diese Hyperbeln einen gemeinsamen Punkt 
l^be&itzen, von dem der Peuerbach'sche Kreis eben der Bild- 
kreis ist. Denn zwei Kegel zweiten Grades, die von densel- 
ben beiden Ebenen berührt werden, durchdringen sich immer 
in zwei ebenen Curven, weil sie sich in zwei Punkten berüh- 
ren, und eine Ebene, die durch diese Punkte und einen wei- 
teren Punkt der Durchdringungscurve geht, unendlich viele 
Punkte derselben enthält. Die Ebenen dieser Hyperbeln haben 
die Potenzlinien der Grundkreise zu Spuren imd für den dem 
inneren Kreise entsprechenden Kegel als projicirend die Polaren 
ihrer Ahnlichkeitspunkte mit diesem für ihn zu Fluchtlinien ; jene 
wie diese gehen viermal zu dreien durch einen Punkt, der Scheitel 
des entstehenden vollständigen Vierkants ist ein gemeinsamer 
Punkt der Kegel. Die Mittelpunkte dieser Hyperbeln sind or- 
thogonal projicirt in den Endpunkten der drei zu den Seiten 
des Dreiecks normalen Durchmesser des umschriebenen Kreises 
und sie liegen selbst zu dem durch diesen abgebildeten Raum- 
punkt centrisch symmetrisch. Die Relationen des Feuerbach- 
schen Kreises treten aus der centralen und orthogonalen Dar- 
stellung dieser Durchdringungsfigur hervor — es muss jedoch 
hier an diesen Andeutungen genügen, obschon der Gegen- 
stand durch das Bekannte nicht erschöpft ist. (Man vergleiche 
die Besprechung des Problems am Schluss S. 252 f.) 

Man muss aber auch zum Feuerbach'schen Kreise ge- 
langen, wenn man die Kreise sucht, welche die vier dem Drei- 
seit eingeschriebenen Kreise unter gleichen Winkeln schnei- 
den; in dieser Rücksicht drückt er «die Wahrheit aus, dass 
für Kreise von dieser besonderen Lage ein Kreis mit 
endlichem Radius von dem gemeinsamen Schnitt- 
winkel Null existirt. JJjsß. ihn zu finden, wird man ihre 
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Ähnlichkeitspunkte und Potenzkreise in Paaren und ihre Ahn- 
lichkeitsaxen und Potenzpunkte zu dreien in zwei Gruppen 
wenigstens bestimmen. Die zweimal vier Ahnliehkeitsaxen lie- 
gen zu je zweien in den Seiten des Dreiecks und einzeln in 
der Harmonikale vom Mittelpunkte des eingeschriebenen Kreises 
und einer Verbindungslinie der Schnitte seiner Ecktransver- 
salen in den Gegenseiten; die Perpendikel von den Potenz- 
punkten des ersten und des zweiten Tripels dieser Kreise auf 
die zugehörigen Ahnliehkeitsaxen liefern durch ihre acht 
Schnittpunkte nach Maassgabe des Vorigen die Centra der 
gesuchten Kreise. Von diesen acht Punkten sind drei unend- 
lich fern in den Richtungen der Normalen zu den Seiten des 
Dreiecks; der Schnittpunkt von p^ mit p{^ — wenn man die 
aussen berührenden Kreise als 1,2/3 und den eingeschrie- 
benen als 1* bezeichnet, etc. — giebt den Feuerbach'schen 
Kreis und die Schnitte von ^^ mit^^* von p^ mit pj*, von 
p^ mit P2* und von p^ mit p^* geben vier andere gleichwinklige 
Kreise; die ersten vier sind die gemeinschaftlich berührenden, 
nämlich der Peuerbach'sche Kreis von endlichem Radius, da- 
gegen den unendlich grossen Radien und unendlich fernen Mittel- 
punkten entsprechend die Seiten des Dreiecks. Sie sind alle nor- 
mal resp. diametral zu den zugehörigen Potenzkreisen des Sy- 
stems. VomPeuerbach'schen Kreise insbesondere ist dies in 
der Weise auszusprechen, dass er die Innern Potenzkreise 
zwischendemeingeschriebenenKreise undden äusser- 
lich berührenden Kreisen im Durchmesser schneidet 
— als Bildkreis der beiden Schnittpunkte der bezüglichen zwei- 
fachen Hyperboloide; und dass er die äusseren Potenz- 
kreise der aussen berührenden Kreise in Paaren or- 
thogonal schneidet als Bildkreis der gemeinsamen Punkte 
auch der bezüglichen drei einfachen Hyperboloide. Die Durch- 
führung der Figur ist ohne Schwierigkeit. 

107« Diese speciellen Fälle erhalten aber ihre rechte Be- 
leuchtung erst durch die Betrachtung desjenigen Problems, 
von dem auch die Aufgabe der Construction der zu vier Krei- 
sen gleichwinkligen Kreise ein besonderer Fall ist; nämlich 
zu d^ei gegebenen Paaren von Kreisen 1, 1*; 2, 2*; 
3, 3* diejenigen zu finden, die die Kreise jedes Paa- 
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res unter gleichen Winkeln schneiden. Wenn die Kreise 
1% 2*, 3* mit einem und demselben Kreise 4 identisch sind; 
so entsteht das vorige Hauptproblem; man sieht nun^ dass 
auch vorausgesetzt werden kann, nur 2*, 3s* fallen mit ein- 
ander in einem Kreise 4 zusammen^ während 1* davon ver^ 
schieden ist^ d. h. dass die Kreise 2^ 3^ 4 von den ge- 
suchten unter gleichen Winkeln geschnitten werden 
müssen, indess diese auch die Kreise 1, 1* unter zwei 
einander gleichen Winkeln schneiden. 

Die Lösung des allgemeinen Problems ist evident; 
denn zu zwei Kreisen 1, 1* (Fig. 60) gleichwinklig heisst or- 
thogonal sein zu einem dritten Kreise, entweder zum äusseren 
Potenzkreise Ai derselben oder zu ihrem inneren Potenzkreise Ij 
(in der Figur sind beide reell oder die zugehörigen Potenzen 
positiv; von dem eingezeichneten. Kreise der Lösung wird A^ 
orthogonal geschnitten), oder heisst zu den Bildkreisen der 
Punkte des einen oder anderen von zwei gleichseitigen Ro- 
tationshyperboloiden mit der Tafel als Hauptebene gehören, 
Hyperboloiden, die jenen Potenzkreis zum Kehl- resp. Scheitel- 
kreis haben. Das Problem fordert also die Angabe der bei- 
den zur Tafel symmetrischen Schnittpunkte — resp. ihres Bild- 
kreises — von drei gleichseitigen Rotationshyperboloiden mit 
der Tafel als Hauptebene; je eines aus jeder der drei Grup- 
pen Ai, I^; A2; I2; Ag, I3, wenn wir die Hyperboloide mit 
denselben Symbolen wie ihre Kehlkreise bezeichnet denken. 
(Vgl. Art. 126, 130.) Für das Paar 2, 2* ist der innere Po- 
tenzkreis von negativer Potenz und wird diametral geschnit- 
ten von dem eingezeichneten Kreise der Lösung; ebenso der 
äussere Potenzkreis des Paares 3, 3* oder A^. Der Schnitt 
des Kreises K mit 1, 1* und wieder mit 3, 3* ist gleichartig, 
der mit 2, 2* ungleichartig. Es hat keine Schwierigkeit, die 
Betrachtungen und Unterscheidungen des Art. 102 hierauf all- 
gemein anzuwenden ; ebenso wenig erfordert die Specialisirung 
der Construction, welche das Tripel und das Paar je gleich- 
winklig zu schneidender Kreise verlangt, weitere Erläuterung. 

Fig. 61 Tafel IX giebt noch die Lösung für ein Tripel 
2, 3, 2*3* und ein Paar 1, 1* von Kreisen; man hat för das 
Paar 1, 1* beide Potenzkreise, von denen der eine Aj ein 



Transformation des Netzes mit Urthogonalkreis. 108. 129 

Scheitelkreis oder Symmetriekreia ist — was der obere Index 
s anzeigt — der andere I^® ein Kehl- oder Orthogonalkreis; für 
3,3* ist der äussere Potenzkreis Ag® und für 2,2* sind A2^ und 
Ig^ gezeichnet — sämmtliehe Potenzkreise in unterbrochenen, 
Linien. Von den Lösungen sind drei in etwas verstärkten 
Linien eingezeichnet, nämlich vom Mittelpunkte I, alle gege- 
benen Kreise gleichartig schneidend, orthogonal zu A^^ und 
Ag^ und diametral zu Aj*; um n orthogonal zu I^^, A2^ und 
Ag®, also das Paar 1, 1* ungleichartig — und nicht reell — 
schneidend; und um in, orthogonal zu Ig^Ag^ und diametral 
zu Ai*, also 2, 2* ungleichartig schneidend. 

Man sieht, die zu zwei Paaren von Kreisen gleichwinkligen 
Kreise bilden ein Büschel, wie die eines Paares ein Netz, und 
man kann daher zu diesen Bedingungen noch einen Punkt, eine 
Tangente, eine unter vorgeschriebenem Winkel zu schneidende 
Gerade, einen zu berührenden oder unter vorgeschriebenem Win- 
kel zu schneidenden Kreis hinzufügen; sowie die zu zwei Kreisen 
gleichwinkligen Kreise erst durch zwei weitere Bedingungen 
solcher Art auf endliche Gruppen zurückgeführt werden. 

Man sieht endlich, dass die Probleme, Kreise zu con- 
struiren, welche mit zwei Tripeln gegebener Kreise oder 
mit einem Tripel und zwei Paaren oder mit vier Paa- 
ren gegebener Kreise je gleiche Winkel bilden, in gleicher 
Weise überbestimmt sind; in jedem dieser Fälle gelangt 
man zu zwei Büscheln von Kreisen und die Lösbarkeit ent- 
spricht der Existenz eines gemeinsamen Kreises derselben. 
Wenn ein solcher existirt, so gehören beide Büschel dem näm- 
lichen Netz an, ihre Kreise haben einen gemeinsamen Ortho- 
gonalkreis, die zugehörigen gleichseitigen Hyperbeln liegen 
auf demselben gleichseitigen Rotationshyperboloid. 

Bei den in Art. 104, 106 berührten Specialfällen mit der 
geraden Linie darf nicht übersehen werden, dass die unend- 
lich^ ferne Gerade der Ebene sie erst zum Kreise mit unend- 
lich grossem Radius ergänzt und dass der Winkel, den ein 
Kreis mit dieser bildet, als unbestimmt, d. h. als jedem 
gegebenen Winkel gleich betrachtet werden muss. 

108. Wir haben in Art. 80 gelegentlich einiger Bei- 
spiele über das Kreispaar die Transformationsform des Kreis- 

Fiedler, Cyklograpliie. 9 
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büschels nach reciproken Radien als Kreisbüschel derselben 
Art, also als Büschel mit Grundpunkten resp. Grenzpunkt^n 
erkannt und das besondere Ergebniss gefunden, dass das Bü- 
schel mit Grundpunkten für einen derselben als Anfangspunkt 
der reciproken Radien in ein Strahlbüschel und das Büschel 
mit Grenzpunkten für einen seiner Grenzpunkte als Anfangs- 
punkt in ein System von concentrischen Kreisen übergeht. 
Da ein Büschel mit Grenzpunkten und ein Büschel mit Grund- 
punkten als conjugirt zusammengehören, wenn die Grund- 
punkte des einen die Grenzpunkte des andern sind, so fassen 
wir diese Ergebnisse in die eine Aussage zusammen, dass 
zwei conjugirte Büschel für einen ihrer Grund- und Grenz- 
punkte als Anfangspunkt in ein System concentrischer Kreise 
und das Strahlenbüschel ihrer Durchmesser übergeführt wer- 
den. Die Rechtwinkligkeit aller Elemente des einen Büschels 
zu allen Elementen des andern ist, auf ihre einfachste Form 
gebracht, bewahrt worden. 

Wird ein beliebiger Punkt in der Ebene des Büschels als 
Anfangspunkt gewählt, so ist das transformirte Büschel von 
allgemeiner Form und hat die Transformirte desjenigen Kreises 
im Originalbüschel, der durch den gewählten Punkt geht, zur 
Potenzlinie; für den Anfangspunkt in der Potenzlinie behält 
dieselbe ihre Bedeutung und für den im Schnitt von Potenz- 
linie und Centrale bleiben beide, und das neue Büschel wird 
so zu sagen, eine ähnliche Verjüngung des alten; etc. 

Wenn wir nun mit diesen Elementarergebnissen an die 
Betrachtung der Abbildung eines Kreisnetzes gehen, so 
ergiebt sich zunächst für ein Netz mit Orthogonalkreis, 
dass sein Bild wiederum ein Netz mit Orthogonalkreis ist, 
da der entsprechende des Orthogonalkreises von den entspre- 
chenden aller Kreise des Netzes unter rechten Winkeln ge- 
schnitten werden muss; das Büschel von Kreisen des Netzes, 
welches durch den als Anfangspunkt gewählten Punkt geht, 
verwandelt sich dabei in ein Strahlenbüschel, dessen Scheitel 
offenbar der Mittelpunkt des neuen Orthogonalkreises sein 
muss; weil der nach dem Anfangspunkte gehende Durchmesser 
des Netzes zu jenem Büschel als Potenzlinie gehört und Po- 
tenzlinie bleibt, so liegt der Mittelpunkt des neuen Orthogo- 
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gonalkreises in demselben Durehmesser: er entspricht dem 
Schnittpunkte desselben mit der Polare des Anfangspunktes 
— wie für jeden Kreis leicht zu erweisen ist. Wählt man 
den Anfangspunkt auf dem Orthogonalkreise, so verwandelt 
sich dieser in eine zum Durchmesser des Anfangspunktes 
normale gerade Linie, nämlich die ihm mit dem Directrix- 
kreise der reciproken Radien gemeinsame Sehne; die Kreise 
des Netzes werden zu Orthogonalkreisen dieser Geraden, d. h. 
zu den Kreiden aus ihren Punkten — entsprechend dem Um- 
stände, dass sich die sämmtlichen Kreise des Netzes in ein- 
fach unendlich viele Büschel mit Grenzpunkten theilen lassen, 
von denen der eine stets im Anfangspunkte liegt, deren Ab- 
bildungen also concentrische Systeme sind, und wobei das 
in der Tangente des Orthogonalkreises im Anfangspunkte 
liegende, dessen beide Grenzpunkte im Anfangspunkte ver- 
einigt und daher zugleich die Grundpunkte sind, in das Sy- 
stem der zu jener Axe normalen Geraden übergeht, die unendlich 
grossen Kreise des transformirten Netzes. (Art. 87, 95.) 

109. Für das Netz mit Diametralkreis oder Schei- 
telkreis sind gleiche Ergebnisse des besonderen Falles nicht 
zu erwarten, weil es keinen reellen Punkt des Orthogonal- 
kreises 'giebt. Es erscheint aber als nützlich, die Abbildung 
eines solchen Netzes für einen Punkt des Scheitelkreises als 
Anfangspunkt zu besprechen. Der Scheitelkreis verwandelt 
sich dabei in eine gerade Linie, die ihm mit dem Directrix- 
kreise der reciproken Radien gemeinsame Sehne; die Bilder 
der Endpunkte seiner Durchmesser fallen in die Paare der 
Schnittpunkte dieser Geraden mit den nach ihnen gehenden 
Strahlen aus dem Anfangspunkte, bilden also eine elliptische 
Involution in ihr, deren symmetrisches Paar durch die Enden 
des Durchmessers geliefert wird, der zu demjenigen des An- 
fangspunktes normal ist. Die Durchmesser selbst gehen in 
dasjenige Büschel von Kreisen über, welches jene Gerade zur 
Centrale hat und für das der Anfangspunkt der eine Grund- 
punkt ist; der kleinste Kreis dieses Büschels, der auch das 
symmetrische Paar der Involution enthält, ist der Diametral- 
kreis des Bildes von dem gegebenen Netze; jedes Paar der 
Involution ist wie dieses das Paar der Grundpunkte eines 
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Büschels von Kreisen, welches dem Bilde des Netzes ange- 
hört. Man hat damit einfach eine Anordnung der Kreise 
eines solchen Netzes nach parallelen zur Tafel normalen Quer- 
schnitten des zugehörigen Netzhyperboloids gefunden, deren 
es natürlich einfach unendlich viele giebt. 

Das System der Kreise, die einen gegebenen Kreis 
unter Winkeln von gegebenem Cosinuswerth schnei- 
den, verwandelt sich durch die Abbildung nach reciproken 
Radien in ein System gleicher Art und mit demselben Schnitt- 
winkel; ist der Grundkreis im Originalsystem ein reeller Kreis, 
so ist es auch der im Bildsystem, u^d umgekehrt. (Vgl. Art. 128 
und 131 f.) Bei einem reellen Grnndkreise kann man den An- 
fangspunkt reciproker Radien in seiner Peripherie wählen und 
dadurch das System in ein specielles seiner Art, nämlich in ein 
ebenes System verwandeln; der Grundkreis geht in eine ge- 
rade Linie über und das System der Kreise in dasjenige der 
Kreise, die diese Gerade unter dem vorgeschriebenen Winkel 
schneiden. War der Grundkreis nicht reell, so kann diese Über- 
führung nicht durch eine reelle Transformation vollzogen wer- 
den; das System geht durch jede solche in ein System gleicher 
Art über, welches wiederum einen nicht reellen Grundkreis hat, 
der durch einen reellen Symmetriekreis wie jener vertreten 
werden kann; dieser letzte kann auch in ähnlich einfacher 
Weise wie vorher im Falle des rechtwinkligen Schnittes aus 
dem Anfangspunkte, dem Vertreter des Grundkreises im Ori- 
ginal und dem Cosinuswerthe des Schnittwinkels direct ge- 
funden werden. 

Wenn wir so finden, dass die Büschel und Netze durch 
reciproke Radien nur in Gebilde ihrer eigenen Art transfor- 
mirt werden, wobei auch das ebene System als specieller Fall 
mit auftritt, — während es zugleich auch umgekehrt durclT 
die allgemeine Transformation nach seiner Eigenschaft der 
Gleichwinkligkeit zur Spur in ein hyperboloidisches System 
mit gleichwinkligem Schnitt zu dem aus ihr entstehenden 
Kreise übergeht — so ist die Frage nach der Abbildung 
der linearen Kreisreihen unerlässlich, weil ja evident ist, 
dass solche nicht in sich selbst oder auch nur wieder in li- 
neare Reihen abgebildet werden können, so lange nicht das 
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Transformationscentrum in ihren Ahnlich keitspunkt fällt oder 
sie selbst speciell sind. Wir erkennen leicht, dass wir auch 
damit nicht aus unserem Formengebiete heraustreten^ erhal- 
ten aber zugleich einen neuen Hinweis auf das nächst noth- 
wendige Object unserer Untersuchung, nämlich die Theorie 
der Kegelschnitte; denn auf diese führt die Frage. Sind 
Kj und K2 zwei Kreise der linearen Reihe vom Ähnlichkeits- 
punkte Sf der Centrale c und mit den gemeinsamen Tangen- 
ten t^ und ^2? so gehen sie für einen willkürlich gewählten 
Directrixkreis reciproker Radien in zwei Kreise über, welche 
von den Bildkreisen der Geraden ^^ und ^2 auf bestimmte Art 
berührt und vom Bildfcreise von c orthogonal geschnitten wer- 
den, welcher letzte die von diesen gebildeten Winkel halbirt 
imd einer ihrer beiden Potenzkreise ist, wie leicht erkannt 
wird. Alle Kreise der linearen Reihe gehen in Kreise über, 
welche die Bildkreise von ^1, ^2 i^ analoger Ayt berühren und 
den Bildkreis von c orthogonal schneiden; sie sind also nach 
unserer Grundvorstellung die Bildkreise der Punkte eines Ke- 
gelschnittes, in welchem sich zwei gleichseitige excentrische 
Rotationskegel und ein centrisches gleichseitiges einfaches Ro- 
tationshyperboloid durchdringen und ihre Mittelpunkte liegen 
daher selbst in einem Kegelschnitte. Seine genaue Bestimmung 
ergiebt sich aus den weiterhin zu entwickelnden Construc- 
tionen sehr einfach; hier ist nur von Wichtigkeit die Er- 
kenntniss, dass auch diese Frage nicht aus unserem Formen- 
gebiet hinausführte. Dass die unendlich ferne Gerade der "tafel 
zu jeder linearen Kreisreihe gehört, nämlich als Bildkreis des 
unendlich fernen Punktes der der Reihe entsprechenden Geraden, 
ist dabei zu erinnern. Zugleich liegt die Hervorhebung eines 
Specialfalles nahe, nämlich des Falles der berührenden linearen 
Reihen, die den 45^ Linien entsprechen, und für die der Durch- 
stosspunkt S der Berührungspunkt und die gemeinsame Tan- 
gente in ihm der endliche Theil vom Bildkreise des unend- 
lich fernen Punktes ist; eine solche Reihe liefert durch reci- 
proke Radien aus beliebigem Anfangspunkte transformirt eine 
Kreisreihe derselben Art, und es entspringt daraus die Er- 
wartung, dass wir solchen speciellen Reihen in der Theorie 
der Kegelschnitte begegnen werden. (Vgl. Art. 149, 171.) 
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110. Die im Vorigen enthaltenen Nachweise, dass die 
Büschel von Kreisen mit Grundpunkten in Strahlenbüschel 
und die Büschel von Kreisen mit Grenzpunkten in concen- 
trische Systeme überführbar sind, sowie die Systeme von 
Kreisen, die einen reellen Kreis gleichwinklig schneiden, in 
solche, die eine gerade Linie unter demselben Winkel schnei- 
den, führen sofort auf die Einsicht, dass eine Reihe compli- 
cirterer, nämlich auf die allgemeinen Systeme bezügliche Pro- 
bleme auf einfachere zurückgeführt werden können, wo an 
Stelle der allgemeinen diese speciellen getreten sind. Man 
würde die Kreise eines gegebenen Büschels, welche 
einen gegebenen Kreis unter vorgeschriebenem Win- 
kel schneiden — um nur den allgemeinsten Fell zu nen- 
nen — finden, indem man durch reciproke Radien aus einem 
Grundpunkte resp. Grenzpunkte des Büschels dieses in ein 
Strahlbüschel oder in ein concentrisches System verwandelt 
und unter den Strahlen resp. Kreisen derselben diejenigen 
sucht, welche das Bild des gegebenen Kreises unter dem vor- 
geschriebenen Winkel schneiden; ihre transformirten in der- 
selben Abbildung sind die Kreise, welche die ursprüngliche 
Aufgabe fordert. 

Oder wenn man die Kreise sucht, welche drei ge- 
gebene Kreise K^, Kg, Kg unter vorgeschriebenen 
Winkeln (?i, (Jg, ^^ schneiden, so kann man durch reci- 
proke Radien aus dem einen der Grundpunkte resp. Grenz- 
punkte des Büschels von zweien derselben z. B, Kg, K3 diese 
in gerade Linien resp. concentrische Kreise verwandeln 
und dann die einfachere Aufgabe lösen, die Kreise zu finden, 
welche dieselben unter den Winkeln (Jg^^s ^^^ zugleich einen 
Kreis K/ unter dem Winkel 6^ schneiden; oder man kann die 
drei Kreise durch reciproke Radien in drei gleiche Kreise 
verwandeln und für diese das gleiche Problem behandeln. Denn 
nach einem der Beispiele in Art. 80 müssen die Schnittpunkte 
der Potenzkreise der drei Kreise in Paaren als Anfangspunkte 
reciproker Radien diese Umformung bewirken. 

Die Kreise durch einen gegebenen Punkt, welche 
zwei feste Kreise unter vorgeschriebenen Winkeln 
schneiden, findet man so durch die Strahlen eines Bü- 
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schels von der gleichen Beziehung zu den Bildern dieser 
Kreise. 

Und wenn man bei der Reduction der ersten Aufgabe 
mit dem Strahlenbüschel oder dem concentrischen System be- 
achtet; dass dasselbe eiaen Strahl resp. Kreis enthält^ der 
das Bild des gegebenen rechtwinklig schneidet, und zwei, die 
es berühren, sowie dass jeder Strahl resp. Kreis einen an- 
dern Constanten Schnittwinkel bestimmt, so hat man ent- 
deckt, dass die Kreise, welche zwei feste Kreise unter vor- 
geschriebenen festen Winkeln schneiden, dies mit allen Kreisen 
des durch jene bestimmten Büschels thun und dass sie ins- 
besondere zwei derselben berühren und einen rechtwinklig 
schneiden — wie wir weiterhin (Art. 160) direct erkennen 
werden. 

Man sieht sich dadurch zur Anwendung dieser Trans- 
formation auf bekannte einfache Figuren geführt, be- 
hufs Ermittelung von Erweiterungen bekannter Sätze. Ge- 
radlinige Figuren gehen dabei in solche über, die aus Kreisen 
durch einen Punkt gebildet sind. Wenn der Scheitel eines 
Winkels von unveränderlicher Grösse, dessen Schenkel durch 
zwei feste Punkte gehen, einen Kreis beschreibt, so ist auch 
der Ort des zweiten Schnittpunktes von gleichwinkligen Krei- 
sen, die je durch einen festen Punkt gehen und einen gemein- 
samen festen Punkt enthalten, ein Kreis. Dass die Potenzlinien 
von drei Kreisen durch einen Punkt gehen, beweist, dass auch 
die Kreise aus einem Punkte, die durch die Schnittpunkte 
von drei Kreisen in Paaren gelegt werden, sich in einem 
zweiten Punkte schneiden. Und weil für die einander in be- 
nachbarten Paaren berührenden Kreise, welche einer linearen 
Reihe angehören, die Berührungspunkte in der Centrale und 
in berührenden Kreisen eines Büschels mit Grundpunkten lie- 
gen, so erkennt man durch Transformation aus einem dieser 
Grundpunkte, dass für die einander in benachbarten Paaren 
berührenden Kreise, welche zwei gegebene sich schneidende 
Kreise berühren, der Ort der Berührungspunkte ein Kreis und 
die Enveloppe der gemeinsamen Tangenten ein Punkt ist; 
dass auch der Ort der Mittelpunkte der berührenden Kreise 
ein Kegelschnitt ist, etc. wissen wir aus Art. 109. Denken 
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wir ebenso in den ringförmigen Flächenstreifen zwischen 
zwei concentrischen Kreisen ein System sie und einander in 
benachbarten Paaren berührende Kreise eingeschrieben, so 
ergiebt sich durch Transformation nach reciproken Radien 
aus einem beliebigen Punkte für zwei beliebige einander nicht 
schneidende Kreise und die sie und einander paarweise be- 
rührenden das Analoge. Wir werden weiterhin aut ein hier 
entspringendes neues Problem zurückkommen. (Art. 167 f.). 

111. Wir haben in Art. 81 die Lehre von den reci- 
proken Badien im engen Zusammenhange mit der yon der 
centrischen Collineation der Kreise gefunden und es ist daher er- 
forderlich, über das Verhalten der projectivischen Eigen- 
schaften, welche durch die letzte begründet und definirt wer- 
den, gegenüber der ersten kurz zu handeln. Projectivisch d. h. 
durch Centralprojection unveränderlich fanden wir das Doppel- 
verhältniss von vier Punkten einer geraden Linie und von vier 
Strahlen eines Büschels, sowie von vier Punkten eines Kreises 
für Punkte und von vier Tangenten eines Kreises für Tan- 
genten desselben Kreises. Nun entspringen durch die Trans- 
formation reciproker Badien aus vier Punkten einer Geraden 
vier Punkte des Kreisbildes der letzten, welche mit ihnen 
auf Strahlen aus dem Anfangspunkte liegen, der selbst dem 
Bilde angehört; das Doppel verhältniss der Originalreihe, das 
dem des Büschels dieser Strahlen gleich ist, ist daher nach 
Art. 6 auch gleich dem der Bildreihe. Aus vier Punkten 
eines Kreises, der nicht durch den Anfangspunkt geht, erhält 
man aber vier Punkte eines andern Kreises, der dem gegebe- 
nen für den Anfangspunkt als Ähnlichkeitspunkt ähnlich und 
ähnlich gelegen ist; die vier Bildpunkte sind aber die nicht 
entsprechenden der Originale in dieser Ähnlichkeit auf den 
zugehörigen Ahnlichkeitsstrahlen. Dass die zugehörigen Tan- 
gentengruppen dann im Sinne des Art. 45 gleiche Doppelver- 
hältnisse haben oder projectivisch sind, folgt unmittelbar. 

Für die Strahlen eines Büschels erhalten wir durch re- 
ciproke Badien Kreise eines Büschels mit Grundpunkten, welche 
mit einander Winkel von derselben Grösse einschliessen, wie 
die entsprechenden ^Geraden; und wenn aus dem Strahlen* 
büschel eine beliebige Beihe herausgeschnitten wird, so geht 
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dieselbe in die zu ihr projectivische über, welche der Bild- 
kreis dieser Reihe, ein Kreis durch einen der Grundpunkte, 
aus den Kreisen des Büschels schneidet. 

In dem Sinne dieser Erörterungen bleiben alle 
projectivischen Eigenschaften von geradlinigen und 
circularen Punktreihen, und von Strahlbüscheln und 
circularen Tangentensystemeli ungestört durch die 
Transformation nach reciproken Radien. 

Weil also eine bewegliche Gerade, die einen Kreis unter 
unveränderlichem Winkel schneidet, ihn auch projectivisch 
theilt und einen zu ihm concentrischen Kreis umhüllt, so 
theilt auch ein beweglicher Kreis, der durch einen festen Punkt 
geht und einen festen Kreis unter constantem Winkel schnei- 
det, diesen projectivisch und berührt stets einen Kreis des 
Büschels, das durch ihn und den festen Punkt als zwei seiner 
Kreise bestimmt ist. Und weil ein Kreis, der drei feste Kreise 
von gleichen Radien gleichwinklig schneidet, sie projectivisch 
theilt und ein concentrisches System bildet, so müssen auch 
die Kreise eines Büschels, welche drei beliebige feste Kreise 
gleichwinklig schneiden (Art. 102), dieselben zugleich projec- 
tivisch theilen. Und weil die Ahnlichkeitsstrahlen von zwei 
Kreisen dieselben gleichwinklig und projectivisch schneiden, 
so thun dies auch die Kreise durch einen festen Punkt, welche 
zwei feste Kreise gleichwinklig schneiden, mit diesen. 

Aus der offenbaren Wahrheit von Sätzen über das con- 
centrische System wie: Wenn ein Vieleck sich so bewegt, dass 
alle seine Seiten Kreise des Systems (in bestimmter Zuordnung) 
berühren und alle seine Ecken bis auf eine Kreise desselben 
ebenso durchlaufen, so beschreibt auch die letzte Ecke einen 
Kreis des Systems, und alle Ecken und Seiten theilen ihre 
resp. Kreise projectivisch gleich; etc., folgen analoge Sätze 
für das Büschel mit Gfenzpunkten. 

So übertragen sich auch die involutorischen Be- 
ziehungen, wie z. B. aus dem Satze, dass die Schnittpunkt- 
paare von drei Kreisen mit einer durch ihr Potenzcentrum 
gehenden Geraden zu einerlei Involution gehören, der andere 
folgt, dass die Kreise durch einen festen Punkt, welche drei 
feste Kreise in Paaren einer Involution durchschneiden, ein 
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Büschel bilden^ dessen zweiter Grundpunkt das Bild des ersten 
nach reciproken Radien in Bezug auf den gemeinsamen Or- 
thogonalkreis ist. 

Wir wollen endlich diese Beispiele mit der leicht zu be- 
gründenden Bemerkung schliessen^ dass diese Sätze wie die 
früher besprochenen Probleme unseren Untersuchungsmitteln 
auch direct zugänglich sind. 

112. Wir haben in unseren allgemeinen und direkten 
Lösungen die imaginären Kreise vom bekannten Mittelpunkt 
und negativen Radiusquadrat mit den reellen fast auf glei- 
chem Fusse auftreten sehen, obschon sie durch nicht reelle 
Raumpunkte repräsentirt werden; es soll daher hier kurz ent- 
wickelt werden, wie diesen imaginären Kreisen durch eine 
einfache Modification unserer Grundidee eine reelle Dar- 
stellung beigelegt werden kann, freilich mit der Folge, dass 
die reellen Kreise der Tafel nun durch imaginäre Raumpunkte 
dargestellt werden. Für r oder z als Radius eines Kreises 
der Tafel denken wir die rein imaginäre Grösse ir oder ig 
auf die im Mittelpunkte errichtete Tafelnormale abgetragen 
und erhalten zwei Punkte, als deren Bildkreis wir den ge- 
dachten Kreis betrachten. In den rechtwinkligen Cartesischen 
Coordinaten des Art. 94 f. ist für {x, y, 0) als Mittelpunkt und 
(X, Y, 0) als veränderlichen Punkt des Kreises vom Radius 
z die Gleichung des Kreises (X — ip)^+(F — y)*— ;e?2=0 
zugleich der Ausdruck des Satzes, dass der Abstand des Punk- 
tes (X, Y, 0) vom repräsentirenden Punkte (Xy y, iz) gleich 
Null sei, d.h. die repräsentirenden Punkte haben von 
allen Punkten des Kreise^; der sie darstellt, den Ab- 
stand Null oder sie sind die Mittelpunkte von Kugeln 
vom Radius Null, die durch denselben gehen. Denkt 
man zwei Kreise mit den Repräsentanten {x\ y, iz) und 
{x\ y\ + ^^")? ^^ is* ^^^ Distanzquadrat der letzten 

{x'-x"f+{y'-y".f-{,'^zy 
zugleich das Quadrat der Länge der gemeinsamen Tan- 
genten für die ersten, nämlich mit dem oberen Zeichen, d. h. 
für die Kreise von gleichem Sinne oder die Lage der Re- 
präsentanten auf derselben Seite der Tafel die der äusseren 
oder directen, und für das untere Zeichen oder entgegen- 
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gesetzten Sinn der Kreise und Lage der Repräsentanten auf 
entgegengesetzten Seiten der Tafel; das Quadrat der inneren 
oder inversen gemeinsamen Tangenten. 

Für berührende Kreise ist die Länge der gemeinsamen 
Tangente Null*, die Auffindung der gemeinschaftlichen Be- 
rührungskreise zu zwei oder drei Kreisen ist daher mit der 
Auffindung der Punkte im Räume identisch, die von den re- 
präsentirenden Punkten die Distanz Null haben; die durch 
ein Tripel derselben gehenden beiden Kugeln vom Radius 
Null repräsentiren zwei Kreise der Lösung im letzten Falle. 
Zugleich ist für o als den Winkel der Kreise von den Ra- 
dien 3 und s' mit den Centren {x\ y') und {x'\ y") resp. 



cos = 



tt 



oder 

1 rnn ^ (^'- ^")'+ (y- !/")'- (^'- ■^")' «» 

i_co8ö— 2^,^,, — 2Fi 

und somit 
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1 /l — COS 6 . .^ 

y — 2- = sin^^ = 
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für rechtwinkligen Schnitt speciell t^ = 2//'] analog für 
t* als die Länge der inneren gemeinsamen Tangenten 

^*2__4^V'cosH<y, 
woraus auch ,« ^^o j / ^^ 

folgt; überhaupt aber die Bestimmung des Schnitt winkeis 
ausderLänge der gemeinsamenTangente. Die Probleme 
über den Winkelschnitt von Kreisen gehen also in Probleme 
über Kreise mit gegebenen Längen gemeinsamer Tangenten mit 
gegebenen Kreisen über. Man sieht zugleich, dass dasVer- 
hältniss des Quadrates der gemeinsamen Tangente 
zu de.m Product der Radien zweier Kreise durch die 
Transformation mittelst reciproker Radien nicht ge- 
ändert wird, — weil der Winkel der Originalkreise mit 
dem Winkel der Bildkreise übereinstimmt. Dreht man von 
solchen zwei rechtwinklig sich schneidenden Kreisen den einen 
um den gemeinsamen Durchmesser um den Betrag von 90^, 
so geht in der neuen Lage jeder von beiden durch 
die repräsentirenden Punkte des anderen im jetzigen 
Sinne. Für den Anfangspunkt der Coordinaten in (x" y"\ 



140 III. Die Lehre vom Winkelschnitt der Kreise und Kugeln. 112. 

dem Centrum des Kreises vom Radius r" in der Ebene xz, 
und den Mittelpunkt des ersten Kreises in der Axe xz im 
Abstände x' beim Radius r in der Ebene xy sind die Glei- 
chungen der Kreise resp. 

ii;2-^^--^2 ^jj^j {x — x'y-^- y^=r^'^ 

die repräsentirenden Punkte sind (0, ir\ 0) und {x', 0, ir) 
resp., so dass die Coordinaten des ersten in der zweiten und 
die des zweiten in der ersten Gleichung substituirt gleich- 
massig liefern 

die Bedingung des rechtwinkligen Schnittes im Fall der ver- 
einigten Lage. Mau sieht zugleich, dass nicht gleichzeitig 
beide Kreise imaginär sein können und dass, wenn nur der 
eine reell ist, sein Radiusquadrat das absolut grossere sein 
muss. 

Setzen wir endlich in den Gleichungen der Curven und 
Flächen in Art. 94 f., welche die Kreise der Büschel, Netze 
u. s. w. repräsentiren, iz an Stelle von z, so erhalten wir für 
die Netzhyperboloide 

x'+y^=±B^—z^ oder x^+ y''+ z^= ±R\ 

d. h. die Kugel mit dem Grundkreise als Diametralkreis oder 
als Symmetriekreis desselben; ebenso natürlich anstatt der 
gleichseitigen Hyperbel des Büschels den zur Tafel ortho- 
gonal symmetrischen Kreis; die repräsentirenden Punkte 
der Kreise eines Büschels liegen in einem Kreise, und umge- 
kehrt. Und für das Hyperboloid der gleichwinklig schneiden- 
den Kreise 

01?+ y^+ z^=^B^ — 2Riz cos <y, 

eine Kugel durch den Grundkreis. Für die Kreise, welche 
zwei gegebene unter gleichen Winkeln schneiden, ändert sich 
in der Formel des Art. 100 nur das Zeichen von z^, alle 
Schlüsse bleiben unverändert. Man erhält also an Stelle der hy- 
perbolischen und hyperboloidischen Systeme von Punk- 
ten und Kreisen circulare und sphärische, während natür- 
lich die linearen Reihen und planaren Systeme diese ihre Natur 
behalten. Aber die Operation mit imaginären Elementen ist 
von unserem Gesichtspunkte aus nicht mehr elementar;* der 
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Constructeur hat es in erster Linie mit den reellen Elementen 
der Zeichnungsebene zu thun und wird es vorziehen müssen, 
zu ihrer Repräsentation auch die reellen Punkte des Raumes 
zu verwenden, nicht umgekehrt. Diese Andeutungen genügen, 
für unsern Zweck den Nachweis zn liefern, dass die Einfüh- 
rung der Repräsentation imaginärer Kreise^ die sich uns von 
selbst ergibt, gerechtfertigt und im Geiste der Methode ist. 

113. Wie wir endlich von der centrischen Collinea* 
tion sowohl als von der Transformation durch reciproke 
Radien die Ausdehnung auf den Raum von drei Dimensionen 
schon in Art. 83, 84 gefunden haben, so sollen einige vor- 
läufige Betrachtungen über ihre Bedeutung für die Sy- 
steme der Engeln diesen Abschnitt schliessen. 

Eine centrische CoUineation fanden wir bestimmt durch 
das Centrum (7, die CoUineationsebene S und eine der zu 
dieser parallelen Gegenebenen B oder Q' — weil auf je- 
dem durch das Centrum gehenden Strahl die Mitte zwischen 
diesem und der CoUineationsebene auch die Mitte zwischen 
den Gegenebenen ist, so bestimmt sich aus den angeführten 
Daten die zweite Gegenebene. Wird nun ein Kreis als Ori- 
ginalfigur in dieser CoUineation gedacht, so erhalten wir als 
sein Bild oder Modell einen Kegelschnitt wie in Art. 45; die 
Kreisebene E hat im Schnitt mit S ihre sich selbst entspre- 
chende Gerade s, im Schnitt mit "R ihre Verschwindungslinie 
r, deren Bild unendlich fern ist, sodass die Ebene Cr par- 
allel E' sein muss; schliesslich im Unendlichen die Gerade 
g, deren Bild q' in der durch C gehenden, zu E parallelen 
Ebene auf Q' liegt; sq ist die Ebene B'. Triflffc der Kreis 
die Gerade r in zwei reeUen Punkten, so hat sein Bild mit 
der unendlich fernen Ebene zwei reelle Punkte gemein und 
ist eine Hyperbel; berührt der Kreis r, so berührt sein 
Bild die unendlich ferne Ebene und ist eine Parabel; trifft 
er r nicht in reellen Punkten, so hat sein Bild keine reellen 
unendlich fernen Punkte oder ist eine Ellipse, für unend- 
lich fernes r selbst ein Kreis. 

Ist das Original eine Kugel, so gilt für jede Ebene E, 
welche sie reell schneidet, das Gesagte, mit alleiniger Aus- 
nahme der berührenden Ebenen, weil der von einer solchen 
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aasgeschuittenen Kreis als unendlich klein die Ebene B nicht 
schneiden kann, sondern entweder in ihr liegt, oder sie nicht 
trifft Das Bild oder Modell der Kugel ist daher, wenn sie 
die Ebene B nicht reell trifft, eine Fläche zweiten Grades 
mit nur elliptischen (und speciell zunächst in den Parallel- 
ebenen zu S kreisförmigen) Querschnitten, ein Ellipsoid; es 
ist, wenn sie die Gegenebene B schneidet, eine Fläche mit 
elliptischen, hyperbolischen und parabolischen Querschnitten 
je nach der Lage der Schnittebene E', je nachdem nämlich 
die entsprechende Ebene E den in B gelegenen Kreis der 
Kugel nicht trifft, schneidet oder berührt; aber mit demselben 
Charakter der Berührungsebenen wie die Kugel — ein ellip- 
tisches, oder, weil offenbar die Fläche in zwei Theile zer- 
legt erscheint, die durch den gemeinsamen unendlich fernen 
Querschnitt zusammenhängen, zweifaches Hyperboloid. 
Das Bild des Berührungskegels der Kugel nach ihrem Quer- 
schnitt mit der* Ebene B ist der Berührungskegel der Fläche 
nach diesem ihrem unendlich fernen Querschnitte oder der 
Asymptotenkegel derselben; seine Spitze ihr Mittelpunkt, 
der Pol der unendlich fernen Ebene in ihr, weil das Bild 
des Pols der Gegenebene B in der Kugel. Das Bild der Kugel 
wird endlich im Falle der Berührung mit B eine die unend- 
lich ferne Ebene berührende Fläche zweiten Grades mit ellip- 
tischen resp. parabolischen Querschnitten, parabolischen näm- 
lich in den Ebenen B', deren entsprechende im Original den 
Berührungspunkt von B mit der Kugel enthalten, immer 
aber von demselben Charakter der Berührung, ein ellipti- 
sches Paraboloid. Liegt der Mittelpunkt der Originalkugel 
insbesondere in dem Perpendikel vom Centrum C zur CoUi- 
neationsebene S, so dass die durch dasselbe gehenden Quer- 
schnitte des Originals und des Bildes durch Rotation eines 
beliebigen unter ihnen um diese Gerade erhalten werden, so 
heisst die entsprechende Fläche ein Rotati ons-Ellipsoid, 
ein zweifaches Rotations-Hyperboloid, ein Rotations- 
Paraboloid, je nachdem die Kugel B nicht trifft, schneidet 
oder berührt. Enthält insbesondere in diesem Falle die über 
dem Schnittkreise der Kugel mit B als Hauptkreis beschrie- 
bene Kugel das Centrum (7, so wird das zweifache Ro- 
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tationshyperboloid ein gleichseitiges^ weil sein Asym- 
ptot^nkegel ein gleichseitiger Botationskegel ist. Nimmt man 
einen Punkt der Originalkugel selbst als Centrum C, die zu 
seinem Durehmesser normale Diametralebene als Ebene "R 
und die zu ihr parallele Tangentialebene am zweiten Durch- 
messerendpunkte als CoUineationsebene S, so erhalten wir als 
Bild das zweifache gleichseitige Rotationshyperbo- 
loid aus seiner Scheitelberührungskugel. Es ist centri- 
sche Involution der Räume^ weil die Gegenebenen B und Q' 
vereinigt liegen (Art. 11) und somit alle entsprechenden Ele- 
mentepaare sich vertauschbar entsprechen. Man hat für AA' 
als entsprechende Punkte und S als den Durchstosspunkt ihres 
GoUineationsstrahles in der CoUineationsebene @; S, A, A' als 
eine harmonische Gruppe. 

Für ein unendlich fernes (£ erhält man Symmetrie in 
Bezug auf die CoUineationsebene für die Richtung 
C; für unendlich ferne CoUineationsebene S Symmetrie in 
Bezug auf das Centrum C, Jede solche Symmetrie 
der Räume geht durch centrisch collineare Model- 
lirung in centrische Involution über. 

Das C und S der Symmetrie werden zu dem C und S 
der Involution. Ist in einer solchen centrischen Involution 
das Centrum der Pol der CoUineationsebene in Bezug auf die 
Kugel; so fällt das Bild der Kugel mit ihr selbst zu- 
sammen — und dies geschieht aus denselben Gründen bei 
gleicher Disposition mit jeder beliebigen als Original genom- 
menen Fläche zweiten Grades. 

Wird in gleicher Weise das einfache gleichseitige 
Rotationshyperboloid als Original in einer centrischen 
Collineation genommen, so verwandeln sich seine zwei Schaa- 
ren sich gegenseitig schneidender gerader Linien in zwei eben- 
solche Schaaren und es bleibt also auch der eigenthümliche 
Charakter seiner Berührung mit Ebenen im Modell erhalten; 
dasselbe ist stets wieder ein einfaches Hyperboloid von 
der allgemeinen Art der in Art. 42 f. untersuchten Fläche der 
Transversalen zu drei Geraden; sein Asymptotenkegel ist das 
Bild des Berührungskegels vom Original nach dem Quer- 
schnitt mit B; also stets reell; nur in dem besonderen Falle, 
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wo die Originalfläche die Gegenebeue B berührt; berührt das 
Bild die unendlich ferne Ebene und gestattet neben den hyper- 
bolischen Schnitten nur parabolische nach der Richtung des 
Sehstrahls zum Berührungspunkte — es wird ein hyperbo- 
lisches Paraboloid genannt. Rotationsfläche kann das Bild 
nur werden^ wenn die Axe des Originals in das Perpendikel 
vom Centrum zur GoUineationsebene fällt; und da es in dieser 
Lage B nicht berühren kann^ so entsteht stets ein einfaches 
Rotationshyperboloid. Nimmt man von einem seiner 
Parallelkreisberührungskegel die Spitze zum Centrum und die 
Ebene des Parallels zur CoUineationsebene, legt aber über- 
dies B in die Mitte zwischen S und C, so tsMi das Modell 
mit dem Original zusammen — wie immer, wenn die Colli- 
neation mit Pol und Polarebene als C und S gebildet wird 
und involutorisch ist: Die fünf Flächen zweiten Grades ge- 
hören insofern unserem Formengebiete an; in besonderer 
Weise jedoch thun dies die hier entspringenden Formen der 
Rotationsflächen unter ihnen^ wie wir weiterhin sehen werden. 
114. Was die Transformation durch reciproke Ra- 
dien betrifft, so knüpfen wir an die durch Drehung des Systems 
vom Directrixkreise und zwei einander entsprechenden Kreisen 
oder von zwei beliebigen Kreisen mit einem ihrer Potenzkreise 
um die gemeinsame Centrale entstehende Gruppe von zweient- 
sprechenden Kugeln mit ihrer Directrixkugel oder der 
einen ihrer beiden Potenzkugeln an; wir wissen, dass die Potenz- 
linie der beiden entsprechenden Kreise dabei die Potenzebene 
der Kugeln erzeugt und dass die Potenzkugeln mit jenen zu 
demselben Büschel gehören; auch dass die Kreise durch potenz- 
haltende Punktepaare als sich selbst entsprechend sich selbst 
entsprechende Kugeln liefern, welche die einander entspre- 
chenden gleichwinklig und die als Directrix benutzte Potenz- 
kugel derselben rechtwinklig schneiden — und wir fügen hin- 
zu, dass diese Klügeln die Gesammtheit aller der drei- 
fach unendlich vielen Kugeln bilden, welche die Di- 
rectrixkugel orthogonal schneiden — eine aus jedem 
Punkte des Raumes — oder im Anfangspunkte der re- 
ciproken Radien einerlei Potenz haben, das Radius- 
quadrat der Directrixkugel — sie soll ein Netz von Ku- 
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geln heissen — mit der Erinnerung, dass für den Potenz- 
kreis als Symnietriekreis der reciproken Radien (Art. 79) oder 
für negative Potenz d. h. negatives Radiusquadrat auch die 
Potenzkugel als Symmetriekugel erscheint und von den sich 
selbst entsprechenden Kugeln diametral d. h. in je einem 
grössten Kreise geschnitten wird. Ist die Potenz Null, so 
haben wir die Gesammtheit aller Kugeln durch einen 
Punkt. Frühere Ergebnisse gehen auf das Kugelnetz über; 
nach Art. 70 und 85 bilden z. B. so lange die Potenz nicht 
negativ ist, die Polarebenen eines Punktes der Directrixkugel 
in Bezug auf alle Kugeln des Netzes die Gesammtheit der 
Ebenen, welche durch den andern Endpunkt ihres zugeh'örig|n 
Durchmessers gehen. 

Wir zerlegen diese Gesammtanschauung in die einfach 
unendlichen Gesammtheiten von Kugeln mit gemein- 
samer Centrale oder aus den Punkten eines Durchmessers 
der Directrix oder eines den Anfangspunkt enthaltenden Strah- 
les; solche bilden im Falle der eigentlichen Directrixkugel 
ein Büschel mit Grenzpunkten oder Nullkugeln in den Durch- 
schnittspunkten des Strahles mit der Directrixkugel; im Falle 
der Symmetriekugel ein Büschel mit Grundkreis in dem gröss- 
ten Kreise der Symmetriekugel, dessen Ebene zum Strahle 
normal ist. Doch ist nach Art. 91 oflFenbar, dass jede Ge- 
rade im Räume als Centrale ein Büschel liefert mit Grenz- 
punkten, wenn sie die Directrixkugel schneidet, mit Grund- 
kreis in jedem andern Falle. Im Falle der reellen Directrix 
steht der Grundkreis des Büschels von Kugeln zu dem Kreise 
der Directrix in ihrer Diametralebene nach der Centrale in 
der Beziehung des Art. 113, welche aussagt, dass jeder von 
beiden die repräsentirenden Punkte des andern nach der dort 
entwickelten Annahme enthält. Wir können aus diesen ein- 
fachen unendlichen Gesammtheiten durch Zusammenfassung 
aller der Centralen, die in einer Ebene liegen, zweifach un- 
endliche bilden, die sich nun leicht übersehen lassen. 

Zwei Systeme mit je gleicher Potenz in je einem 
Punkte haben immer ein solches System mit gemeinsamer 
Ebene der Centra gemein; denn jede ihrer gemeinsamen 
Diametralebenen enthält ein Büschel von Kreis^, die zu den 
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beiden bezüglichen Querschnitten der Directrixkugeln ortho- 
gonal sind, das conjugirte zu dem, welches diese selbst be- 
stimmen, und aus diesem entsteht ein Büschel Ton Kugeln, 
welche zu beiden Directrixkugeln orthogonal sind oder in den 
Mittelpunkten beider gegebene Potenzen haben; offenbar liegt 
seine Centrale in der Potenzebene der beiden Directrixen 
und wir sind der Anschauung dieses Systems schon in Art. 
83 f. begegnet. Der gemeinsame Durchmesser beider Grund- 
kugeln kann als seine Axe bezeichnet werden; der Durch- 
dringungskreis beider Grundkugeln als sein Orthogonal- 
kreis, respective die zugehörigen Grenzpunkte als Grund- 
pgnkte (nämlich gemeinsame Punkte aller Kugeln) des 

Bündels. 

Drei Systeme mit gleichen Potenzen in je 

einem Punkte erzeugen in Paaren combinirt drei solche 
Systeme mit Centralebenen, die sich in einer und der- 
selben geraden Linie oder Potenzaxe schneiden müssen, 
weil jeder den Centralebenen aus den Kegelpaaren 1 und 2 
und 2 und 3 gemeinsame Punkt ein Punkt gleicher Potenzen 
in allen drei Kugeln und folglich auch für das Paar 3 und 1 
ist; in der That ist diese Gerade die auf der Mittelpunktebene 
der drei Kugeln im Potenzcentrum ihrer zugehörigen grössten 
Kreise errichtete Normale. Das Büschel von Kugeln in einem 
der drei Systeme, welches sie zur Centrale hat, gehört auch 
den beiden anderen Systemen an; es besteht aus den Kugeln, 
welche zu den drei gegebenen Directrix- oder Orthogonal- 
kugeln zugleich orthogonal sind. 

Dass die beiden vorher entwickelten Anschauungen im 
Grunde nur zwei Auffassungen des nämlichen Ganzen liefern, 
ist leicht zu sehen — ein Büschel von Kugeln und die Ge- 
sammtheit der dazu orthogonalen Kugeln, mit der Potenz- 
ebene des Büschels als der Centralebene des zweifach unend- 
lichen Systems und dieses mit seiner Potenzaxe als Central- 
linie des einfach unendlichen; wir wollen beide Gesammtheiten 
als ein Büschel und das dazu orthogonale Bündel oder 
als Bündel und dazu orthogonales Büschel bezeichnen. 
Ihr *Verhältniss zu dem ersten dreifach unendlichen System 
oder dem Netz ist evident. 
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Vier Systeme mit gleichen Potenzen in je einem 
Punkte — wir wollen diese Punkte und die zugehörigen 
Kugeln durch 1, 2, 3, 4 bezeichnen — haben eine Kugel 
gemein; denn die drei ersten haben ein Büschel von Kugeln 
gemein, deren Centra sämmtlich in 1, 2, 3 gleiche Potenzen 
haben; die drei letzten ein anderes, mit Centren von gleichen 
Potenzen in 2, 3, 4; die Centralen beider liegen also in der 
Potenzebene der Kugeln 2 und 3 imd haben so mit einen Punkt 
gleicher Potenzen gemein. Man sieht zugleich, dass vier Ku- 
geln eine gemeinsame Orthogonalkugel haben, oder 
dass vier Kugeln ein Netz d.h. ein System mit gleichen 
Potenzen in einem Punkte bestimmen, wenn sie nicht 
zu demselben Bündel gehören; ebenso drei Kugeln ein Bündel, 
die nicht zu demselben Büschel gehören, und zwei Kugeln 
immer ein Büschel, also auch ein Büschel resp. Bündel und 
eine nicht zu demselben gehörige Kugel ein Bündel resp. Netz. 
Auch kann man sagen, dass die Ebenen der sechs Kreise, 
welche vier Kugelflächen paarweis gemein haben, 
sich in einem Punkte schneiden. Dass dieser Punkt 
auch in Bezug auf die sechs Durchdringungskreise gleiche 
Potenz hat und somit in Bezug auf alle Kugeln, die durch 
einen derselben gehen, bedingt, dass auch seine Potenzen in 
Bezug auf die durch sie gehenden Kugeln vom Radius Null 
oder ihre repräsentirenden Punkte im Sinne des Art. 112 
gleich gross sind, d. h. die sechs Paare der repräsen- 
tirenden Punkte dieser Kreise liegen sämmtlich in 
der gemeinsamen Orthogonalkugel der vier gege- 
benen. Wendet man die gleiche Betrachtung auf drei Ku- 
gehi und ihre Durchdringungskreise an, deren drei Paare 
repräsentirende Punkte offenbar in der gemeinsamen Central- 
ebene liegen müssen, so findet man, dass sie in einem Kreise 
enthalten sind, dessen repräsentirende Punkte in der gemein- 
samen Potenzlinie der drei Kugeln liegen; in einem Kreise 
offenbar, den diese Centralebene mit jeder der gemeinsamen 
Orthogonalkugeln gemein hat, die unsere drei Kugeln mit 
irgend einer vierten Kugel bestimmen. 

Zu allen diesen Ergebnissen sind nach Art. 72 leicht die 
speciellen Fälle hinzuzufügen, für die wir nicht Raum haben* 

10* 



148 III. Die Lehre vom Winkelschnitt der Kreise und Kugeln. 115. 

Zu dem durch drei Kugeln bestimmten Bündel gehören 
auch die Potenzkugeln und die Ahnlichkeitskugeln derselben 
in Paaren (vergl. Art. 85 und Art. 116); die letzten bilden 
ein Büschel (Art. 73). Denkt man insbesondere die sechs 
Ähnlichkeitskugeln zu vier Kugeln 1, 2, 3, 4 in Paaren, so 
gehen sie durch zwei gemeinsame Punkte, von denen aus die 
vier Kugeln durch gleiche Rotationskegel berührt oder unter 
demselben Öffnungswinkel gesehen werden (Art. 65) — weil 
sowohl die Ähnlichkeitskugeln von 1 2, 2 3, 3 1 als auch die 
von 1 2, 2 4, 4 1 ein Büschel bilden und die Grundkreise der- 
selben auf der Ähnlichkeitskugel des Paares 1 2 liegen, sich 
also in zwei Punkten schneiden. 

116. Die Anwendung der Transformation durch re- 
ciproke Radien auf diese Systeme führt zu einigen neuen 
Einsichten. Bei beliebiger Wahl der Directrixkugel d. h. 
des Anfangspunktes und der Potenz der Transformation wird 
jedes derselben in ein gleichartiges verwandelt: Das dreifach 
unendliche mit Orthogonalkugel in ein solches mit dem Bilde 
derselben als Orthogonalkugel; das zweifach unendliche mit 
Orthogonalkreis in ein anderes von gleicher Art mit dem 
Bilde desselben als Orthogonalkreis ; das einfach unendliche 
oder das Büschel in ein Büschel, derselben Art im Sinne des 
Art. 80. Wählen wir aber den Anfangspunkt auf der Ortho- 
gonalkugel des dreifach unendlichen Systems, so dass diese 
in eine Ebene übergeht, so erhalten wir das specielle drei- 
fach unendliche System der Kugeln, deren Centra in einer 
Ebene liegen; und für den Anfangspunkt in einem Punkte 
des Durchdringungskreises beider Grundkugeln oder des Or- 
thogonalkreises im zweifach unendlichen System entsteht das 
specielle zweifach unendliche System der Kugeln mit ge- 
meinsamer Centrale; ein Kugelbüschel mit Grenzpunkten 
geht durch Transformation aus einem derselben in das ein- 
fach unendliche System concentrischer Kugeln über; ein 
Kugelbüschel mit Grundkreis für jeden Punkt dieses Grund- 
kreises in ein Ebenenbüschel mit dem Bilde des Grund- 
kreises als Axe; insbesondere also zwei conjugirte Kugelbü- 
schel für den Anfangspunkt in einem Grenzpunkte des einen 
— der ja immer auf dem Grundkreise des anderen liegt — 
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in ein System von concentrischen Kugeln und ein Büschel 
von Diametralebenen derselben-, u. s. w. — wir verweisen für 
die Erörterung des Falles mit negativer Potenz und die dar- 
aus entspringenden Fälle auf die Erörterungen des Art. 110 
und auf Art. 130 weiterhin. Wir wollen nur noch bemerken, 
dass die Anwendung der allgemeinen Transformation auf die 
Tafelebene mit dem Systeme der darin verzeichneten Kreise 
— orthogonal oder unter dem Winkel 6 zu einem Kreise, 
unter (Jj, Ö2 zu zwei gegebenen Kreisen, etc. unter gleichen 
Winkeln zu drei, vier Kreisen etc., etc. — uns Systeme -von 
Kreisen von gleicher Art auf einer Kugel durch den Anfangs- 
punkt liefert und damit die Übertragung alles schon 
Entdeckten aus der Planimetrie in die Sphärik. Die 
geraden Linien der Ebene gehen dabei in die zweifach unend- 
lich vielen Kreise auf der Kugel durch den Anfangspunkt 
über, die unendlich ferne in diesen selbst, die Strahlen des 
Büschels in den Normalebenen zur Tafel durch den Anfangs- 
punkt speciell in das Büschel ihrer grössten Kreise durch 
denselben. (Vergl. Art. 172 f.) 

116. Wie in Art. 109, 110 sind die linearen und 
■ planaren Systeme nicht unter diesen Formen, die eine in 
sich geschlossene Gruppe bilden; wir haben dieselben in Ver- 
bindung damit zu setzen. Zwei Kugeln 1 und 2 haben zwei 
Ähnlichkeitspunkte, den äusseren -4^2 und den inneren J^g, 
durch deren jeden zweifach unendlich viele Ahnlichkeitsstrahlen 
und Ähnlichkeitsebenen gehen, die sie und alle für den einen 
oder anderen Ähnlichkeitspunkt zu ihnen ähnlichen und ähn- 
lich gelegenen Kugeln gleichwinklig schneiden, mit analogen 
Unterschieden der Lage, wie sie früher hervorgetreten sind 
(Art. 23). Die Anschauung der Transformationsfigur ist leicht 
zu bilden, besonders wenn wir uns vorstellen, dass die Kugeln 
der linearen Reihe einen Botationskegel gemeinsamer Tangenten 
mit dem Ähnlichkeitspunkte als Spitze besitzen. Diese Ge* 
raden verwandeln sich in Kreise, welche durch den Anfangs- 
punkt und das Bild des Ahnlichkeitspunktes hindurchgehen 
und mit dem aus dem gemeinsamen Durchmesser der Kugeln 
entstehenden Kreise zu zweien auf je einer Kugel liegen, die 
die von ihnen gebildete Oberfläche überdies längs der ganzen 
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Kreise orthogonal durchschneidet; die Kugeln der linearen 
Reihe werden zu Kugeln, die den Kreis aus der Centrale or- 
thogonal durchdringen und die vorerwähnte Oberfläche je in 
einem Kreise berühren; ihre Centra bilden daher nach Art 
109 einen Kegelschnitt in der Ebene dieses Orthogonalkreises. 
Wenn zwei Kugeln sich berühren, so fällt einer ihrer Ähn- 
lichkeitspunkte mit dem Berührungspunkte zusammen, der 
äussere für einschliessende, der innere für ausschliessende Be- 
rührung; man wird für eine solche lineare Reihe leicht die 
Transformationsfigur durch reciproke Radien bestimmen. 

Drei Kugeln, 1, 2, 3, welche nicht einen gemeinsamen 
Durchmesser haben, bestimmen drei Paare von Ähnlichkeits- 
punkten A^f J3; Ä^y J^] Ä2, J2, welche viermal zu drei in 
geraden Linien liegen, nämlich A-^A^A^, A^J^J^, J^A^J^y 
J^J^A^ in den Ähnlichkeitaxen s^y s^j Sg, 53 in der Ebene 
ihrer Centra. Durch jede dieser Axen geht ein Büschel von 
gleichwinklig schneidenden Ebenen, unter denen die gemein- 
samen Berührungsebenen der Kugeln sind als Grenzlagen 
zwischen den Ebenen mit reellem und denen mit nicht reel- 
lem Schnittwinkel. Man stellt leicht die zweifach unendliche 
Gesammtheit der Kugeln vor, welche mit drei gegebenen eine 
gemeinsame Ahnlichkeitsaxe haben; ist Jf ein Punkt der Cen- 
tralebene und s die Ahnlichkeitsaxe in ihr, so giebt der Strahl 
IJlf in dieser den Anlichkeitspunkt der Kugel aus M mit 
der Kugel 1 und damit auch den Radius der ersten. (Vergl. 
Art. 31, 1.) Die Transformationsfigur des Systems kann da- 
nach leicht vorgestellt werden; die gemeinsamen Tangential- 
ebenen gehen in berührende Kugeln über, welche den Bild- 
kreis der Ahnlichkeitsaxe enthalten. Die Consequenzen aus 
dem Vorhandensein von Berührungspunkten zwischen den be- 
trachteten Kugeln sind offenbar. Wir führen den Satz an: 
Wenn eine Kugel zwei andere berührt, so geht die Verbin- 
dungslinie ihrer Berührungspunkte mit diesen durch einen 
ihrer Ahnlichkeitspunkte — den äusseren bei gleichartigen 
und den inneren bei ungleichartigen Berührungen. 

Vier Kugeln 1, 2, 3, 4 endlich, deren Centra nicht in 
einer Ebene liegen, geben sechs Paare von Ahnlichkeitspunkten 
in viermal vier in den Ebenen durch drei Centra gelegenen 
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Ahnlichkeitsaxen und daher in acht Ebenen zu je sechs ge- 
legen^ welche keines der Centra enthalten — sie mögen Ähn- 
lichkeitsebenen genannt werden. Wir wollen sie grup- 
piren und bezeichnen^ indem wir die Ahnlichkeitsaxen zusam- 
menstellen^ welche sie enthalten; wir geben den Ahnlichkeits- 
axen der Gruppe 2, 3, 4 den ersten Index 1 und fügen als 
zweiten 0, 2, 3, 4 hinzu, je nachdem die drei äusseren Ähn- 
lichkeitspunkte (0) oder ein äusserer und zwei innere in ihr 
liegen, nämlich im letzten Falle nach dem Index des äusse- 
ren; also für diese Gruppe s^q, s^g, s^^, s^^ und analog für 
die übrigen; dann enthält von jenen acht Ebenen eine die 
Ahnlichkeitsaxen s^q^ $20 yS^Q^ s^q und nur äussere Ahnlichkeits- 
punkte; drei enthalten je vier innere und zwei äussere 
Ahnlichkeitspunkte, nämlich die Ebenen der Axengruppen 

^i2^84%^43; ^23^14^32^41 > %^24^i3^42 5 ^^® vicr Ictztcu enthalten 
je drei äussere und drei innere Ähnlichkeitspunkte, näm- 
lich in den Axengruppen «lo 521^31 ^41? «12^20 «32 ^42 5 513 523^80 «43 5 
^14^24^34^40* ^^8« ^2 enthält die Darstellung eines solchen 
Systems; die durch ihren ümriss verzeichnete Kugel 1 bestimmt 
die übrigen. Jede der Ähnlichkeitsebenen bestimmt ein drei- 
fach unendliches System von Kugeln aus den gegebenen (vgl. 
Art. 47); denn für einen beliebigen Punkt des Raumes M 
giebt der Strahl nach dem Mittelpunkte 1 einer der gege- 
benen Kugeln den Ahnlichkeitspunkt der Kugel aus M mit 
dieser als seinem Durchstosspunkte mit der besagten Ähnlich- 
keitsebene. 

Fünf Kugeln liefern fünf Systeme von je vier Central- 
ebenen und je acht Ähnlichkeitsebenen. 

117. Die Transformation durch reciproke Radien gab 
uns zu zwei Kugeln die dreifach unendliche Gesammt- 
heit der in Bezug auf eine ihrer Potenzkugeln als Directrix 
sich selbst entsprechenden oder sie oidihogonal und die ge- 
gebenen Kugeln gleichwinklig schneidenden Kugeln. 
Es ist klar, dass die Mittelpunkte aller derjenigen unter ihnen, 
welche einen gegebenen endlichen Radius r haben, auf je 
einer zur benutzten Potenzkugel (Radiusquadrat p) concen* 
trischen Kugel vom Radiusquadrat r^ -{- p liegen; ausser den 
zweifach unendlich vielen vom Radius Null (den Punkten der 
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Directrixpotenzkugel) und den zweifach unendlich vielen von 
unendlich grossem Radius (den gemeinsamen Tangentialebenen 
aus dem Ähnlichkeitsanfangspunkte) bemerken wir die zwei- 
fach unendlich vielen rechtwinklig schneidenden aus den 
Punkten der Potenzebene als Centren und die zweifach un- 
endlich vielen in nach der Ähnlichkeit nicht entsprechenden 
Punkten je eines Ahnlichkeitsstrahles berührenden, von denen 
wir nun auch schon aussprechen können, dass ihre Centra auf 
jeder durch die Centrale beider Kugeln gehenden Ebene einen 
Kegelschnitt erfüllen, und sofort sehen, dass die zweifach un- 
endliche Gesammtheit aller dieser Centra eine Rotations- 
fläche zweitenGrades bildet; wir bemerken aber vorgreifend, 
dass sich dies für jede andere bestimmte Grösse des Schnitt- 
winkels wiederholt. (Vergl. Art. 152.) Wenden wir auf eine solche 
Gesammtheit die Transformation durch reciproke Radien an, 
,so geht sie in eine andere von der gleichen Art über; wir 
können sie durch Wahl des Anfangspunktes in einem Punkte 
des Grundkreises oder in einem der Grenzpunkte des durch 
beide Kugeln bestimmten Büschels in die speciellen Formen 
überführen, welche dem Ebenenpaare oder dem Paare con- 
centrischer Kugeln entsprechen; wir können sie aber auch 
in die specielle Form überführen, welche zw'ei gleichen Ku- 
geln entspricht, weil für jeden Punkt in der als Directrix be- 
nutzten Potenzkugel der beiden Kugeln als Anfangspunkt re- 
ciproker Radien dieselben in zwei gleiche Kugeln übergehen 
müssen, da ihre Transformirten ihre Potenzebene als Trans- 
formirte der Potenzkugel unter gleichen Winkeln schneiden 
müssen. (Vergl. Art. 80.) 

Die beiden Potenzkugeln des gegebenen Paares liefern 
in dieser Weise zwei Systeme von gleichwinklig schneiden- 
den Kugeln, welche sich dadurch von einander unterscheiden, 
dass die des einen beide gegebene Kugeln gleichartig d.h. 
beide mehr einschliessend oder mehr ausschliessend, die der 
andern aber sie ungleichartig unter demselben Winkel 
schneiden; da nun für den rechtwinkligen Schnitt dieser Unter- 
schied wegfällt, oder die rechtwinklig schneidenden den Über- 
gang bilden zwischen den mehr einschliessend und den mehr 
ausschliessend schneidenden, so folgt, dass die orthogonal 
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schneidenden zu beiden Systemen gehören und dass die 
Ortskugeln der Centra gleichwinklig schneidender KugeLa von 
einerlei Radius in beiden Systemen sich auf der Potenzebene 
der Kugeln schneiden müssen. 

Für drei Kugeln erhellt aus der Betrachtung ihrer 
Centralebene und der hiermit erkannten Beziehung ihrer 
Potenzaxe (Art. 114) zur Frage der gleichwinklig schnei- 
denden KugelU; dass die Mittelpunkte dieser Kugeln 
in vier Ebenen liegen, welche durch die Potenzaxe 
normal zu je einer der vier Ahnlichkeitsaxen der 
drei Kugeln gehen. Denn nach Art. 102 bilden die gleich- 
winklig schneidenden zu den Hauptkreisen in der Centralebene 
vier Büschel, deren Centralen die Perpendikel vom Potenz - 
centrum zu den Ahnlichkeitsaxen sind 5 und man erkennt aus 
dem Ausdrucke für den Cosinus des Schnittwinkels von zwei 
Kugeln mit den Radien R und r,- und der Centraldistanz d 

B' + rß-cß 
.<^os6= ^^~ 

leicht, dass für jeden Punkt in der Normale zur Centrale 
durch den Mittelpunkt eines dieser Kreise der Radius einer 
Kugel sich so bestimmen lässt, dass dieselbe die gegebenen 
mit denselben Artunterschieden gleichwinklig schneidet, wie 
die, welche jenen Kreis zum Hauptkreise hat; weil aus der 
Voraussetzung 

r, (R' + r,^ - c,') = r, (E' + r,^ - c,') und 

^3 (^' + r,' -c/) = r, (B' + r,' - c,») 
für 

r, (R,' + r,' - c,' — s') = r, (2i/ + r,« - c,' — a') und 
r^ W + r^' - c/ - ^») = r, (R,' + r,» - c,« - 0') 

gleichmässig durch Subtraction der entsprechenden Gleichungen 

sich ergiebt 

R^^ — R^ = z\ 

Man sieht daraus, dass diese Kugeln sich in Büschel mit den 
gleichwinklig schneidenden aus Punkten der Centralebene als 
den jeweilig kleinsten Kugeln und mit zur Centralebene nor- 
maler Centrallinien ordnen lassen; jedoch (90^ ausgenommen) 
nicht mit gleichen Grössen der Schnittwinkel für dasselbe 



154 ni. Die Lehre vom Winkelschnitfc der Kreise und Kugeln. 118. 

Büschel. Wir bemerken auch^ dass die Kugeln von gleichen 
Badien unter ihnen ihre Centra auf Kreisen haben ^ deren 
Schnittpunkte mit der Potenzaxe für alle vier Systeme die- 
selben sind; nämlich die Centra der gemeinsamen Orthogonal- 
kugeln von diesem Radius. 

Die Betrachtung der Transformation solcher Systeme 
durch reciproke Radien überlassen wir dem Leser und merken 
nur an, dass die Überführung in das specielle System mit 
drei gleichen Grundkugeln auf unendlich viele Arten möglich 
ist. Denn wir fanden in Art. 102, dass die Potenzkreise von 
drei Kreisen viermal zu dreien durch zwei Punkte gehen und 
sehen daraus, dass die Potenzkugeln von drei Kugeln vier- 
mal zu dreien — nämlich nach früherer Bezeichnung in den 
Gruppeii A^AgAg, A1I2I3, IjAglg, I1I2A3 ^- ein Büschel bilden 
oder einen gemeinsamen Kreis haben; offenbar ist jeder Punkt 
eines solchen Kreises ein Anfangspunkt reciproker Radien, 
welche die drei Kugeln in Kugeln von gleichen Radien ver- 
wandeln. * 

118. Vier Kugeln vertheilen sich in vier Tripel und 
besitzen daher vier Potenzaxen, die sich in ihrem Potenz- 
centrum durchschneiden müssen, dem Mittelpunkte ihrer Or- 
thogonalkugel; anderseits liegen ihre zwölf Ahnlichkeitspunkte 
zu je sechs von allen vier Kugeln abhängigen in acht die 
Centra nicht enthaltenden Ahnlichkeitsebenen. (Art. 116.) In den 
Normalen vom Potenzcentrum zu diesen acht Ebenen 
schneiden sich die durch die Potenzaxen der vier Tripel der 
Kugeln zu den zugehörigen Ahnlichkeitsaxen normal gelegten 
Ebenen der Mittelpunkte gleichwinklig schneidender Kugeln 
zu je vier und sie sind die Orte der Centra der gleich- 
winklig schneidenden Kugeln zu den vier gegebeneu. 

Sind aber endlich fünf Kugeln 1, 2, 3, 4, 5 gegeben^ 
so denken wir die Quadrupel 12 3 4 und 2 3 4 5 und erhalten 
vom Potenzcentrum des ersten acht Normalen seiner Ähn- 
lichkeitsebenen und ebenso vom Potenzcentrum des zweiten 
acht Normalen zu den seinigen; weil aber beide Quadrupel 
das Tripel 2 3 4 mit einander gemein haben, so müssen 
diese Normalen den je vier Ebenen der Centra der gleicli- 
winklig schneidenden Kugeln für die Kugeln 2, 3, 4 an- 
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gehören und also einander schneiden; es entspringen daraus 
sechszehn Schnittpunkte, welche Mittelpunkte von gleich- 
winklig schneidenden Kugeln der fünf gegebenen sind. 

Wir kommen aber auf einem andern Wege zu diesen 
Kugeln, indem wir die Aufgabe ihrer Bestimmung als Special- 
fall der allgemeineren Aufgabe ansehen, zu vier gegebenen 
Paaren von Kugeln die sie je gleichwinklig schnei- 
denden Kugeln zu bestimmen. Bezeichnen wir dieselben 
durch 11*, 22*, 33*, 44*, und ihre Potenzkugeln resp. durch 
Ai und Ii, A2 und I2, A3 und I3, A4 und I4, so wissen 
wir, dass die gleichartig gleichwinklig schneidenden Kugeln 
zu 1 und 1* die orthogonal schneidenden zu A^ und die un- 
gleichartig gleichwinklig schneidenden desselben Paares die 
orthogonal schneidenden zu I^ sind etc. und schliessen daraus, 
dass die sechszehn gleichwinklig schneidenden zu den vier 
Paaren der gegebenen Kugeln gefunden werden, indem man 
die Orthogonalkugeln der aus diesen Potenzkugeln mit je 
einer von jedem Paare zu bildenden sechszehn Quadrupel 
construirt; nämlich der beiden aus den vier äusseren resp. 
den vier inneren Potenzkugeln, der zweimal vier aus je 
einer äusseren und drei inneren oder einer inneren und drei 
äusseren Potenzkugeln und der sechs aus je einem Paar 
äusserer und einem Paar innerer Potenzkugeln. 

Denken wir die Kugeln 1* 2*, 3* und 4* in einer Kugel 
5 vereinigt, so kommen wir auf das vorige Problem für ein 
Quintupel von Kugeln zurück und erhalten die folgende 
einfache Losung: Man bestimme die vier Paare der Potenz- 
kugeln Aili, A2I2, A3I3, A4I4 der Kugeln 1, 2, 3, 4 resp. 
mit der Kugel 5; bilde die sechszehn Quadrupel aus diesen, 
in deren jedem alle vier Indices erscheinen und construire 
zu den Kugeln eines jeden das Potenzcentrum und die ge- 
meinsame Orthogonalkugel; diese Orthogonalkugeln lösen die 
Aufgabe. Es ist leicht, die Gleichartigkeit und üngleich- 
artigkeit ihrer Schnitte mit den gegebenen Kugeln für alle 
festzustellen. Es ist aber überdies ersichtlich, dass man 
von dieser Construction aus die vorigen Betrachtungen be- 
stätigen kann. 

Denken wir 2*, 3* und 4* in 5 vereinigt, so erhalten 
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wir die Construction derjenigen Kugeln, welche das Paar 1 1* 
und das Quadrupel von Kugeln 2, 3, 4, 5 je gleichwinklig 
schneiden; sind 1* 2* in 5, 3* 4* in einer neuen Kugel 6 
vereinigt, -so erhalten wir die Construction der Kugeln, welche 
zwei Tripel von Kugeln je gleichwinklig schneiden, näm- 
lich das Tripel 12 5 und das Tripel 3 4 6; und lassen wir 
nur 1* und 2* in 5 vereinigt sein, so entspringt die für die 
gleichwinklig schneidenden zu dem Tripel 12 5 und den 
zwei Paaren 3 3* und 4 4*. (Vgl. Art. 107.) 

119. DieProbleme von der Bestimmung derKugeln unter 
vorgeschriebenen Winkeln zu vier gegebenen Kugeln 
(Art. 164), speciell der gemeinschaftlich berührenden derselben 
mit ihren zahlreichen Specialfäljen, stehen mit diesen Be- 
trachtungen im engsten Zusammenhange und las«en sich durch 
reciproke Radien umformen und reduciren.. Es ist klar, dass 
die berührenden unter d^n gleichwinklig schneidenden der 
vier Kugeln sein müssen; die Betrachtung am Anfang des 
vorigen Artikels giebt uns also acht gerade Linien, die Per- 
pendikel vom Potenzcentrum auf die Ahnlichkeitsebenen, 
denen die Centra derselben angehören und in denen sie be- 
stimmt werden müssen. Wir wollen aber hier nur von der Re- 
duction der Probleme sprechen und für die allgemeinsten 
lediglich bemerken, dass vier Kugeln in solche von gleichen 
Radien oder auch in solche mit einerlei Centralebene transfor- 
mirt werden können. Wenn man die Kugeln eines Büschels 
sucht, welche einen gegebenen Punkt enthalten oder eine 
gegebene Kugel berühren, so kann man durch reciproke Radien 
das Büschel entweder in ein Ebenenbüschel oder in ein System 
concentrischer Kugeln verwandeln; durch das Bild des Punktes 
geht sowohl eine Ebene wie eine Kugel und ihr Bild in der- 
selben Transformation löst das Problem, und an das Bild der 
Kugel gehen zwei Ebenen resp. zwei Kugeln der reducirten 
Systeme, etc. Die berührenden Kugeln zu zwei gegebe- 
nen bilden zwei zweifach unendliche Systeme, von denen man 
sich durch Transformation leicht eine Anschauung verschafiFt; 
transformirt man die beiden Kugeln in concentrische, so haben 
die gemeinsam berührenden ihre Centra in einer oder der 
anderen Won zwei Kugeln des concentrischen Systems und 
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ihre Radien sind denen der letzten resp. gleich; nämlich resp. 
die halbe Summe und die halbe Differenz der Radien der 
gegebenen concentrischen Kugeln; sie schneiden auch zwei 
andere Kugeln des concentrischen Systems orthogonal resp. 
diametral; deren Halbmesserquadrate das geometrische fpttel 
und die halbe Summe der Quadrate dieser gegebenen Halb- 
messer sind; die Transformation hält die Beziehung der 
Orthogonalität fest und nach Art. 109 ist auch die nähere 
Erörterung der Umformung des diametralen Schnittes über- 
flüssig. Transformirt man aber beide Kugeln in Ebenen, so 
sind die Halbirungsebenen ihrer Winkel die Orte der Centra 
ihrer berührenden Kugeln und werden also von denselben 
orthogonal geschnitten. Man mag speciell für zwei conjugirte 
Büschel von Kugeln diese Probleme erörtern^ d. h. für solche^ 
Yon denen die Enden eines Durchmessers ein Grundkreis des 
anderen zu Grenzpunkten hat. 

Weil drei Kugeln für jeden ihrer Schnittpunkte als Anfangs- 
punkt in Ebenen und auch, wie übrigens auch vier Kugeln^ für 
jeden Schnittpunkt ihrer Potenzkugeln in Paaren in gleiche Ku- 
geln verwandelt werden können, so lässt sich das System der 
berührenden Kugeln aus diesen besonderen Fällen discutiren. 
Die Kugeln, welche drei Ebenen berühren z. B. vertheilen sich 
offenbar in vier lineare Reihen, deren Centrallinien die vier 
Durchschnittslinien der Tripel winkelhalbirender Ebenen der drei 
Paare aus den drei Ebenen sind und welche daher von diesen 
Qeraden rechtwinklig geschnitten werden; und ihre Berüh- 
rungspunkte mit den gegebenen Ebenen liegen für jedes 
System in drei geraden Linien aus dem Schnittpunkte der- 
selben, welche mit den jedesmal zugehörigen Geraden der 
vorigen Gruppe durch Normalebenen zu den gegebenen ver- 
bunden werden. Die Rücktransformation verwandelt alle diese 
Ebenen in Kugeln und alle diese Geraden in Kreise durch 
den Anfangspunkt und denjenigen zweiten Punkt, welcher dem 
Schnittpunkte der drei Ebenen entspricht — die gemeinsamen 
Punkte der drei Kugeln — und lässt somit erkennen, dass 
die Berührungspunkte der gegebenen Kugeln mit den Kugeln 
eines jeden der vier berührenden Systeme in Kreisen liegen, etc.; 
während wir anderseits aus Art. 117 wissen, dass ihre Centra 
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in den vier Ebenen gelegen sind^ welch« die Poteuzaxe der 
drei Kugeln enthalten und zu je einer der vier Ahnlichkeits- 
axen derselben normal sind. Die Bemerkungen über die Ver- 
wandlungsform der linearen Reihe in Art. 116 und Art. 109 
zeigll^ zugleich^ dass die Reihe der Centra der berührenden 
Kugeln jedes Systems einen Kegelschnitt in der betreffenden 
Ebene bilden und man sieht sofort ^ dass seine Scheitel in 
der Centralebene der Kugeln liegen und die Mittelpunkte der 
beiden dem System angehörigen Kugeln mit Gentren in der- 
selben Ebene oder die Mittelpunkte der entsprechenden Be- 
rührungskreise zu den in der Centralebene liegenden Haupt- 
kreisen der drei Kugeln sein müssen. Macht man die drei 
Kugeln durch Transformation mit dem Anfangspunkte im Kreise 
durch ihre Centra zu solchen^ deren Centra in einer Gerade 
liegen, so gehen diese Kegelschnitte in yier Kreise über, auf 
deren Ebenen die Centrale in ihren Mittelpunkten rechtwinklig 
steht. Zugleich wird evident, dass die sämmtlichen berüh- 
renden Kugeln eines Systems von der Fläche eines Kreis- 
ringes oder Torus umhüllt werden. Die sie im allgemeinen 
Fall umhüllende Fläche ist also wie die Transformirte eines 
Botationskegels, so auch die eines Torus — man nennt sie 
die Dupin'sche Cyclide und kann das System ihrer Kugeln 
als eine Dupin'sche Kugelreihe bezeichnen. Aber auch 
mit diesen nächstliegenden Erörterungen haben wir vorge- 
griffen und wollen daher die weitere Ausführung in Parallele 
zu den Art. Ulf. unterlassen und dem Winke folgen^ der 
im Wiederauffcreten eines Kegelschnitts in wichtiger Relation 
zur Losung eines besprochenen Problems enthalten ist, sobald 
wir nur noch die graphische Durchführung der planime- 
trischen Hauptprobleme erledigt haben. 

120* Nach der Entwickelung der aus dem Grundgedanken 
unserer Methode für dieses Gebiet entspringenden hauptsäch- 
lichen Mittel und in Ergänzung des Vorhergehenden wollen 
wir die mit Hilfe derselben zu behandelnden Probleme über 
die Bestimmung von Kreisen überblicken. Als Data für 
diese Bestimmung können erscheinen der Mittelpunkt, der 
Radius, Peripheriepunkte, Tangenten, tangirende Kreise, ge- 
rade Linien und Kreise, welche unter vorgeschriebenen Win- 
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kein, und Kreispaare oder auch Tripel resp. Quadrupel^ welche 
unter gleichen Winkeln geschnitten werden sollen. In der 
Ebene der Construction liegt aber eine dreifach unend- 
liche Gesammtheit von Kreisen, nämlich die Bildkreise 
aller Punkte des Raumes, aus der durch eine Bedingung im 
Allgemeinen (gegebener jSiIittelpunkt macht eine Ausnahme — 
eine Doppelbedingung, die sofort auf das einfach unendliche 
concentrische System einschränkt; ebenso natürlich das Tripel 
gleichwinklig zu schneidender Kreise, siehe Art. 107) eine 
zweifach unendliche Mannichfaltigkeit, die Bildkreise 
der Punkte einer Fläche, ausgeschieden wird. Sodann liefern 
zwei Bedingungen als ihnen entsprechend ein einfach un- 
endliches System, die Bildkreise der Punkte einer Curve, 
Und mit drei Bedingungen gelangt man im Allgemeinen zu 
einer bestimmten Anzahl von Kreisen einer Gruppe, die 
ihnen allein genügen. 

Wir haben als die zweifach unendlichen Systeme von 
Kreisen, die den aufgeführten Bedingungen entspringen, das 
planare System oder die Kreise mit gemeinsamer Ahnlich- 
keitsaxe und die verschiedenen hyperboloidischen Systeme mit 
Einschluss des konischen (speciell die Netze) erkannt; dazu 
sind als einfach unendliche Systeme bisher die lineare Beihe 
und das hyperbolische System (speciell das Büschel) in seinen 
beiden Formen hervorgetreten; es ist jedoch aus dem bisher 
Entwickelten ersichtlich, dass bei der Combination von zwei 
Bedingungen der aufgezählten Arten im Allgemeinen Kegel- 
schnitte auftreten müssen, deren Bildkreise keine Bü- 
schel bilden. Es fragt sich, ob die Darstellung derselben 
für die Lösung der Probleme selbst erforderlich ist oder ob 
nicht vrelmehr nur der Zusammenhang, in dem sie mit diesen 
Problemen über Kreissysteme stehen, für ihre eigene Theorie 
werthvoUe Bestandstücke liefert. 

Analoges gilt für die Bestimmung der Kugeln aus 
Bedingungen. Weil ihre Zahl vierfach unendlich gross ist, 
so erfolgt die Bestimmung einer Gruppe im Allgemeinen 
durch vier Bedingungen; wir haben in den Erörterungen des 
Art. 114 f. über die Art der Bedingungen und die dabei auf- 
tretenden Systeme von einfach, zwei- und dreifach unendlicher 
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Mächtigkeit das Nothwendige schon erfahren und werden 
weiterhin noch eines und das andere beizufügen haben. 

121. Verlangt man z. B. die Construction der Kreise, 
die eine gegebene gerade Linie unter* vorgeschriebenem Win- 
kel schneiden und einen gegebenen Kreis berühren, so hat 
man die Bildkreise der Punkte der Qjierschnitte von zwei zur 
Tafel symmetrischen Ebenen mit zwei eben solchen gleich- 
seitigen Rotationskegeln zu bestimmen und erhält zwei Kegel- 
schnitte als Orte der Centra. Sollen die Kreise durch einen 
Punkt gehen und einen gegebenen Kreis unter vorgeschrie- 
benen Winkeln schneiden, so sind die Durchdringungskegel- 
schnitte eines zur Bildebene symmetrischen gleichseitigen 
Rotationskegels mit zwei zu einander symmetrischen Ro- 
tationshyperboloiden darzustellen. Eine dritte hinzutretende 
Bedingung führt im Allgemeinen auf eine neue Ebene und 
einen neuen mit dem vorigen sich schneidenden Kegelschnitt 
und man erkennt unmittelbar, dass die Schnittpunkte einer 
geraden Linie mit einem Kegelschnitte im Allgemeinen 
das Problem lösen werden; die nähere Untersuchung muss 
zeigen, wie dies Problem im Geiste der Methode zu lösen ist. 

Wenn nun für einige dieser Aufgaben offenbar ist, dass 
unsere Betrachtungsweise direct zu den bekannten einfachsten 
Lösungen führt, wie z. B. für die Bestimmung des Kreises 
durch drei Punkte mittelst der Durchdringungen der drei zur 
Bildebene symmetrischen gleichseitigen Rotationskegel aus 
ihnen als Spitzen in den senkrechten Halbirungsebenen ihrer 
Distanzen in Paaren — immerhin verbunden mit der Er- 
kenntniss, dass dadurch noch andere Probleme mit gelöst 
werden (vgl. Art. 104) etc., so könnte doch scheinen, als 
müsste in anderen Fällen, z. B. für das allgemeine Apollo- 
nische Problem, die hier entspringende Construction sich 
minder einfach gestalten als schon bekannte Lösungen; hier 
also die Construction der Durchdringungen von drei Paaren 
zur Bildebene symmetrischen gleichseitigen Rotationskegeln 
minder einfach als die classische Gergonne'sche Lösung. Noch 
mehr aber kann Complication erwartet werden für die Lösung 
des allgemeinsten Problems der Gruppe, die Construction 
der Kreise, welche drei feste gegebene Kreise unter resp. 
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vorgeschriebenen Winkeln schneiden sollen. Wir werden finden, 
dass dies nicht so ist, wenn wir uns für die graphische Be- 
handlung wie früher der Centralpröjection bedienen. 

133. Es mag zunächst das Apollonische Problem 
untersucht -werden. Die Kreise, welche drei gegebene Kreise 
K^y K^, Es berühren, sind die gleichwinklig schneidenden Kreise 
derselben vom Winkel Null (Art. 106); sie sind auch die Bild- 
kreise von den Punkten, in denen sich je drei von den drei 
Paaren zu einander in Bezug auf die Bildebene orthogonal- 
symmetrischen gleichseitigen Rotationskegeln durchdringen, 
welche die Kreise enthalten. Die erste Anschauung erlaubt 
uns, die sechs Berührungspunkte des zur nämlichen Ähnlich- 
keitsaxe gehörigen Paares ApoUonischer Kreise mit den drei 
gegebenen Kreisen als die Sch^nittpunkte dieser letzten mit 
den zu ihnen normalen im Büschel der zugehörigen Potenz- 
kreise zu bestimmen (Art. 102); die zweite giebt uns eine 
bequeme Construction der bezeichneten Berührungspunkte und 
der Mittelpunkte der Apollonischen Kreise, wie folgt. Denken 
wir den einen dieser Kegel, etwa den«mit dem Mittelpunkte 1 
als projicirend, also 1 in (7, so ist der Kreis K^ der Distanz- 
kreis der Centralpröjection (Fig. 63) und sowohl fiir diesen als die 
beiden anderen Kegel die Fluchtlinie, also zugleich Q^', d^', Qg'. 
Man hat nun die Ebenen der Durchdringung für die Kegel 
1 und 2 und für die. Kegel 1 und 3 z. B. zu construiren und 
ihre Schnittlinie zu bestimmen, um in ihren Schnittpunkten 
mit diesen Kegeln, den Schnittpunkten ihrer Durchdringungen, 
zwei Punkte zu erhalten, deren Bildkreise dem Problem ent- 
spx*echen. Zu den zwei Punkten und Kreisen aus den Kegeln 

1, 2, 3 kommen im Allgemeinen je zwei weitere hinzu aus 
den Kegeln 1, 2, 3* (3* bezeichnet wie in Art. 13 den zu 
3 symmetrischen Punkt, etc.), den Kegeln 1, 2*, 3 und den 
Kegeln 1, 2*, 3*, wobei die letzte Gruppe aa Stelle von 1* 

2, 3 als die Gruppe der symmetrischen Kegel genommen ist, 
um das Projectionscentrum nicht in den zu C symmetrischen 
Punkt 1* zu verlegen; acht Punkte und Kreise im Allge- 
meinen, denn nicht immer sind alle acht Lösungen reell. 

Wir haben in Art. 21 gezeigt, dass die beiden Ähnlich- 
keitspunkte von zwei Kreisen die Bilder der Spitzen der- 

Fl edler, Cyklographie. 11 
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jenigen beiden Kegel sind^ denen diese Kreise als Fluchtlinie 
und Spur in bestimmter Weise zugehören und erkennen so- 
mit hier den äusseren Ahnlichkeitspunkt A12 ^^^^ ^3 der 
Kreise 1 und 2 als Bild der Spitze vom Kegel 2 und den 
inneren Ahnlichkeitspunkt derselben Kreise J12 oder eTg als 
Bild der Spitze vom Kegel 2*, so dass wir diese Punkte auch 
als 2' und 2*' bezeichnen können; ebenso die Ähnlichkeits- 
punkte ^13 oder Ä2 und eT^ oder J2 als die Bilder der Spitzen 
3 und 3* d. h. 3' und 3*'. 

Die Durchdringung der Kegel 1 und 2 resp. 1 und 3, 
überhaupt jedes der bezeichneten Paare ist, weil dieselben 
den unendlich fernen Querschnitt mit einander gemein haben, 
ein ebener Querschnitt (Art. 106) und wird durch Hilfsebeneii 
construirt, die die Verbindungslinie beider Spitzen enthalten, 
also in den hier geforderten Fällen die Geraden 12, 13, etc. 
resp.; d. h. die Spuren dieser Hilfsebenen erscheinen als Ge- 
rade aus 2' oder A^y 3' oder A2, etc. resp. oder als Ahnlich- 
keitsstrahlen (Art. 22), welche das zugehörige Paar von Kreisen 
schneiden; und die Mant«llinien der Kegel, die auf ihnen liegen, 
sind in diesen Ahnlichkeitsstrahlen selbst projicirt und haben 
die in der Ähnlichkeit entsprechenden ihrer Schnittpunkte 
mit den Kreisen als Fluchtlinie und Spur des jeweiligen Kegels 
zu Flucht- und Durchstosspunkten; für die des projicirenden 
Kegels als für projicirende Gerade fallen dieselben natürlich 
zusammen. In den Ähnlichkeitsstrahl aus 2' oder' J.3, welcher 
den Kreis Kj in 0/ und Q^ schneidet, würden die in Q^ resp. 
Q2 projicirten Mantellinien des projicirenden Kegels 1, und 
die Bilder Ä(i)^/, «(2) Q^' der Mantellinien des Kegels 2 fallen 
für S^^^ und S^^^ als seine entsprechenden Schnittpunkte mit 
dem Kreise K2. Ziehen wir also in den nach der Ähnlichkeit 
nicht entsprechenden Punkten der beiden Kreise auf einem 
Ahnlichkeitsstrahle die Tangenten der Kreise, so sind diese, 
die Spuren der Tangentialebenen der Kegel längs zwei sich im 
Endlichen schneidenden Mantellinien und ihr Schnittpunkt 
daher Durchstosspunkt der Tangente der Durchdringungscurve 
in dem aus ihnen entspringenden Punkte; für jeden solchen 
Ahnlichkeitsstrahl natürlich zwei. Nach Art. 72 liegen die- 
selben in der Linie gleicher Potenzen oder der Badicalaxe 
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der beiden Kreise und wir haben somit in dieser die Spur 
der Ebene* der Durchdringungscurve beider Kegel 
gefunden. In der That, als Verbindungslinie der im Endlichen 
liegenden Schnittpunkte der Spuren der Kegel muss sie die 
Spur der Ebene der Durchdringung sein. Zugleich ist der 
Schnittpunkt der Tangenten des Fluchtkreises in Punkten Q^ 
und Q^ eines Ahnlichkeitsstrahles der gemeinsame Flucht- 
punkt beider Tangenten und somit die Polare des benutzten 
Ähulichkeitspunktes im Fluchtkreise die Fluchtlinie 
der Ebene der Durchdringung. Insofern der dem vor- 
her benutzten in 'Beziehung zur Centrale symmetrische Ähn- 
lichkeitsstrahl Tangentenpaare liefert^ welche gleichfalls zu 
den vorigen symmetrisch sind^ also einen Fluchtpunkt und 
Durchstosspunkte des zugehörigen Tangentenpaares der Durch- 
dringung von gleichfalls symmetrischer Lage zu den vorigen, 
können wir die Potenzlinie und die Polare des Ähnlichkeits- 
punktes als normal zum Durchmesser des Ähnlichkeitspunktes 
aus der Construction deduciren, etc. 

123. Man sieht daraus, dass die Spur der Ebenen der 
Durchdringungen für die Paare von Kegeln 1, 2 und 1, 2* 
die nämliche ist; desgleichen für 1, 3 und 1, 3*, nämlich 
jeweilen die Potenzlinie oder Badicalaxe dier zugehörigen Kreise 
1, 2 resp. 1, 3; der Durchschnittspunkt beider ist daher der 
gemeinsame Durchstosspimkt der vier bei unserer Construc- 
tion erforderliche^ Durchschnittslinien der Paare von Durch- 
dringungsebenen, nämlich aus den Kegelpaaren 

1 2 und 13, 1 2 und 1 3*, 1 2* und 1 3, 1 2* und 1 3* 

resp. Da er das Potenzcentrum S der drei Kreise K^, 
K2, Kg (Fig. 63) ist, so wird er immer als derselbe erhalten, 
ob man nun wie vorher den Kegel 1 als projicirend nimmt 
oder statt dessen den Kegel 2 oder den Kegel 3 ; er ist dann 
resp. der gemeinsame Durchstosspunkt der Schnitt- 
linien der zu benutzenden Durchdringungscurven der 
Kegelpaare 

2 1,2 3; 2 1,2 3*; 2 1*, 2 3; 2 1*2 3*; 

3 1,3 2; 3 1,3 2*; 3 1*, 3 2; 3 1*, 3 2*. 

Wenn eine der Ähnlichkeitsa:xen die Grundkreise schnei- 

11* 
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det, so könneu die Potenzlinien derselben in Paaren mittelst 
ihrer Tangenten in den Schnittpunkten mit der Schneidenden 
Ahnlichkeitsaxe (Art. 79) construirt werden, wobei man auch 
ihre Pole mit erhalt. In Fig. 63 ist dies nicht der Fall. 

Wenn wir nun die Fluchtpunkte derselben Geraden be- 
trachten; so entspringen aus dem im vorigen Art. Gefundenen 
folgende Ergebnisse. Die Fluchtlinie der Ebene der Durch- 
dringung der Kegel 1 ulid 2 war die Polare des Bildes der 
Spitze von 2 oder des äusseren Ähnlichkeitspunktes ^ der Kreise 
1 und 2 in Bezug auf den Exeis 1 als Fluchtkreis der Ke- 
gel; die Fluchtlinie der Ebene der Durchdringung der Kegel 
1 und 3 ist die Polare des äusseren Ähnlichkeitspunktes der 
Kreise 1 und 3 im Kreise 1 als Fluchtkreis der Kegel; der 
Fluchtpunkt Qq der Schnittlinie beider Durchdring- 
ungsebenen ist also der Schnittpunkt dieser Polaren 
oder er ist der Pol 4er äusseren Ahnlichkeitsaxe 
der drei Kreise im Kreide Kj. Die Punkte P^^^', P^^^', 
wo die Verbindungslinie von ta^' mit dem Durchstosspunkte S 
den Kreis K^ schneidet, sind die Bilder ihrer Schnittpunkte- 
mit dem Kegel 1, und da der Kegel 1 ein gleichseitiger Ro- 
tationskegel mit zur Tafel normaler Axe und projicirend ist, 
so sind sie zugleich die Berührungspunkte der gesuchten 
Kreise mit diesem Kreise K^; die Mittelpunkte der gesuchten 
Kreise aber findet man uls Fusspunkte P/^), F^^^ der Nor- 
malen zur Tafel, die von den Durchschnittspunkten ausgehen, 
also in den Geraden C^P^^y, C^P^^^ auf der Parallelen durch 
das Potenzcentrum zum Radius des Poles der Ahnlichkeitsaxe 
im Kreise K^. Dies ist die Construction von Ger gönne. 
Wenn SQ\ die Verbindungslinie des Poteuzcentrums mit 
dem Pole der Ahnlichkeitsaxe in K^, diesen Kreis nicht reell 
schneidet, so finden ,wir zwar wie keine Berührungspunkte 
p(i)'^ p(2)'^ 30 auch keine reellen Mittelpunkte der beiden be- 
rührenden Kreise, wohl aber die reelle Verbindungslinie 
der Mittelpunkte derselben, nämlich in der Parallelen 
vom Potenz- Centrum zum Durchmesser des Poles der 
Ahnlichkeitsaxe oder in der von ihm ausgehenden Nor- 
male zu dieser Ahnlichkeitsaxe. Die Figur 63 enthält 
die beiden Losungen aus der Ahnlichkeitsaxe Sq. 
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Man erhält endlich alle Lösungen^ indem man nacheinander 
für alle vier Ahnlichkeitsaxen diese Construction wiederholt; 
die Pole der Ahnlichkeitsaxen im Kreise K^ gehen auf ihren 
Verbindungslinien mit dem Potenzcentrum die vier Paare der 
Berührungspunkte der Apollonischen Kreise mit K^ und in den 
vier vom Potenzceiitrum ausgehenden Normalen der Ahnlich- 
keitsaxen liegen die vier Paare der zugehörigen Mittelpunkte. 

Man hat zugleich in der Construction die Sätze bewiesen^ 
dass die drei Ebenen der Durchdringungen von drei 
parallelen Kegeln zweiten Grades in Paaren ein 
Büschel bilden; denn auf der Verbindungslinie von zwei 
AhnlichkeitspunHen der drei Spurkreise liegt immer ein dritter 
Ahnlichkeitspunkt, z. B. in der Geraden A^Ä^ auch Ä^y der 
äussere Ahnlichkeitspunkt der Kreise Kg^ E3; die Ebene der 
Durchdringung der Kegel 2, 3 geht durch dieselbe Gerade SQ', 
in der 'sich die Ebenen der Durchdringungen von 1,2 und 1,3 
schneiden. Und wenn vier solche parallele Kegel oder 
Kegel mit einem gemeinsamen Querschnitt (vergl. Art 
106) in Betracht gezogen werden, so gehen die sechs 
Ebenen ihrer Durchdringung sämmtlich durch einen 
Punkt. 

124, Wir wollen anmerken, dass auch in dem Grenz- 
falle der Kreise Ki,K2,'K^ als von gemeinschaftlicher 
Centrale, der sich die blos planimetrische Fassung der 
Gergonne'schen Construction versagt/ das Zurückgreifen auf 
das Durchdringungsproblem die Losung in der einfachsten 
Weise giebt. Die Schnittlinien der Ebenen der Durchdringung 
sind einfach parallel zur Tafel geworden, die Benutzung der ge- 
meinsamen zur Tafel normalen Hauptebene der drei Kegel 
liefert sie und die Punkte der gesuchten Bildkreise unmittelbar. 
Die Fälle, in welchen die Radien der Kreise Grenzwerthe Null 
oder Unendlich haben, unterliegen schon nach dem Früheren 
keinem Bedenken. Die Bestimmung der Kreise, welche zwei 
gegebene Kreise und eine zur Centrale derselben normale 
Gerade berühren oder einen Kreis berühren und durch zwei 
Punkte in einem Durchmesser desselben gehen etc., ergiebt 
sich mit derselben Leichtigkeit. 

In Fig. 64 ist das Pe^ar der zu E^, E^, E, mit gemein- 
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sanier Centrale berührenden Kreise construirt, welche der Durch- 
dringung der Kegel 1, 2*, 3* entspringen. In der ümlegung 
der gemeinsamen Hauptebene ist 8, der Schnitt der Spuren 
(^3*) (B*), (A^*) (JB/) und {Ä^) (JBJ der Schnittebenen der Kegel- 
paare 12*, 13* und 2*3*, der Durchstosspunkt der Schnittlinie 
und sein Abstand von der Centrale schon der Radius des besagten 
Paares. Zieht man durch S die Parallele zur Centrale, bis sie 
die Umriss-Mantellinien des Kegels K^ .schneidet, so erhält man 
den Parallelkreis* dieses Kegels, auf welchem und im Perpen- 
dikel von S zur Centrale die Mittelpunkte liegen. In derselben 
Art erhält man die übrigen drei Paare. Man kann die Kreise 
eines Paares als conjugirt bezeichnen, wie beim ApoUonischeu 
Problem, und ihr Verhalten zu den Grundkreisen beschreiben. 
Die eigentlichen Specialfälle, in denen entweder unter de» 
Radien der gegebenen Kreise die Grenz werthe Null und Un- 
endlich auftreten, oder wo die gegebenen Kreise einander 
berühren, oder endlich zwei der gegebenen Kreise zusammen- 
fallen , sodass ihre Schnittpunkte in einem Berührungspunkte 
vereinigt sind, und die Berührung mit zwei Kreisen bei ge- 
gebenem Berührungspunkte des einen gefordert wird, fügen 
sich der gewonnenen allgemeinen Construction bei Festhaltung 
ihres räumlichen Sinnes ebenso einfach. Der unendlich grosse 
Radius oder die berührende Gerade giebt statt dieser Kegel 
die zur Tafel symmetrischen 45® Ebenen, der Radius Null den 
gleichseitigen Rotationskegel mit Spitze in der Tafel, und er 
bildet daher, so lange der Nullwerth des Radius nur einmal 
auftritt, keinen eigentlichen Specialfall, weil durch Parallel- 
verschiebung der Tafel immer der Spurkreis des einen Paares 
der Kegel auf diesen Radius gebracht werden kann. Im Falle 
der einander berührenden Kreise ist der Berührungspunkt ein 
Ahnlichkeitspunkt und die gemeinsame Tangente die Potenz- 
linie des betreffenden Paares, nur diejenige Ahnlichkeitsaxe, 
welche keinen der Berührungs-Ahnlichkeitspunkte enthält, 
liefert ein Paar berührende Kreise, indess die drei anderen 
Paare derselben mit den gegebenen Kreisen zusammenfallen; 
die Angabe des Berührungspunktes auf einem Kreise liefert 
sofort eine lineare Reihe berührender Kreise, der die ge- 
suchten Kreise angehören müssen, und führt damit die Be- 
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stinuuung der Kreise, die noch eineu anderen Kreis berühren, 
auf den Schnitt dieser Geraden mit zwei Kegehi über diesen zu- 
rück, unter deren Mantellinien sie je eine parallele hat (Art. 63). 
125. Wir können nun in Erinnerung an Art. 119 und 
Art. 117 die gefundene Lösung des Apollonischen Problems 
in den Baum übertragen, d. h. auf die Construction der 
Kugeln aus Bedingungen der Berührung durch ge- 
gebene Kugeln. Sind drei Kugeln 1, 2, 3 gegeben, so 
bestimmen wir ihre vier Ähnlichkeitsaxen $q, s^, Sg, s^ und 
ihre Potenzaxe o; wir ermitteln die Pole jeder der Ähnlich- 
keitsaxen in Bezug auf die Hauptkreise — nach verständlicher 
Bezeichnung etwa Poi, Pq«; -Pos) Pn, P127 ^13; • • •? ^31, 
P32, Psa — und errichten in ihnen die Normalen jPoo • •? Ai; • -5 
^21, ..5 i>3i . . zu diesen, oder die Polarlinien der Ähnlich- 
keitsaxen in den Kugeln in der Centralebene, welche also 
zur PotenzaxQ parallel sind^ Dann schneiden die Ebenen 
opoif opuy op2i, opzi aus den gleichnamigen Kugeln K; die 
.Kreise heraus, welche die Orte der Berührungspunkte der 
vier den vier Ähnlichkeitsaxen entsprechenden Systeme der 
gesuchten Berührungskugeln sind. Zu jedem derselben ge- 
hört eines der Paare von Kugeln, die über den Apollonischen 
Kreisen der Kreise in der Centralebene als Hauptkreisen be- 
schrieben wurden. Ein Punkt P in einem jener Kreise in 
den Ebenen opki und auf den Kugeln K,* liefert eine berüh- 
rende Kugel der gegebenen durch Verlängerung seines zu- 
gehörigen Durchmessers bis zu der Normalebene der zuge- 
hörigen Ähnlichkeitsaxe Sk durch die Potenzaxe o\ aber auch 
in Erinnerung an die Beziehungen der Berührungspunkte zu 
den Ähnlichkeitspunkten (z. B. Art. 116), indem man zu dem 
Berührungspunkte P^ im Kreise K^ , opki die Berührungs- 
punkte P2, P3 auf den Kreisen Kg; ^Pk2 und E3, opkz ermittelt; 
denn die Ebene dieser Berührungspunkte ist die Yerbindungs- 
ebene des ersten von ihnen mit der Ähnlichkeitsaxe Sj^ und 
ihre Yerbindungsgeraden gehen durch die drei in derselben 
liegenden Ahnlichkeitspunkte. Die Durchmesser der Kugeln 
1, 2, 3, welche nach den so zusammengehörigen Punkten P^^ 
Pg, P3 resp. gehen, schneiden sich im Mittelpunkte der ent- 
sprechenden Berührungskugel. 
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Hieraus ergiebt sich die Gonstruction der Kugeln^ 
welche vier gegebene 1, 2, 3, 4 berühren, durch zwei- 
malige Anwendung dieser vorigen Operationen, nämlich auf 
zwei der dem Quadrupel angehörigen Tripel von Kugeln. 
Doch ist dazu nicht erforderlich, die zugehörigen Ortskreise 
der Berührungspunkte auf den gegebenen Kugeln zu con- 
^truiren und ihre gemeinsamen Punkte zu ermitteln. Nach 
dem Zusammenhange zwischen Pol und Polarebene, den Ebenen 
durch den Pol und den Punkten in der Polarebene und daher 
auch den Strahlen durch den Pol und den Strahlen in der Polar- 
ebene bei Kugeln und mit Erinnerung an die Entwickelungen 
des Art. 116 über vier Kugeln erhalten wir die Berührungs- 
punkte^der gesuchten Kugeln mit den gegebenen direct wie folgt: 
Construirt man zu einer der acht Ahnlichkeitsebenen 
der vier Kugeln die Pole in denselben, so schneiden 
ihreVerbindungsgeraden mit demPotenzcentrum aller 
Kugeln die zugehörigen Kugeln in den Berührungs- 
punkten von zweien der gesuchten Berührungskugeln, 
die nach diesen Schnittpunkten gehenden Durch- 
messer begegnen sich zweimal zu vieren in zwei 
Punkten auf der Normale vom Potenzcentrum zur be- 
nutzten Ahnlichkeitsebene als den Mittelpunkten der- 
selben: so liefern die acht Ähnlichkeitsebenen der vier Kugeln 
(Art. 116) acht Paare berührender Kugeln derselben als ihnen 
zugehörig. Wenn der Strahl vom Potenzcentrum nach dem Pol 
einer Ahnlichkeitsebene in einer der Kugeln diese nicht schneidet, 
so sind die zugehörigen berührenden Kugeln nicht reell; die Ver- 
bindungslinie ihrer Centra ist es immer. Es ist leicht, Kugel- 
gruppen zu denken, welche keine reellen gemeinsam berührenden 
Kugeln gestatten ; so thun schon dreiKugeln, wenn eine derselben 
die zweite einschliesst und die dritte ausschliesst, und also auch 
jede Gruppe von vieren, die mit drei solchen gebildet werden kann. 

Auf die ungemein zahlreichen speciellen Fälle dieser 
Construction, welche durch Auftreten der Längen Null und 
unendlich unter den Radien, durch Berührungen unter den 
gegebenen Kugeln, durch besondere Lagenrelationen ihrer 
Centra hervorgebracht werden, können wir nicht eingehen; 
sie bieten keine wesentlichen Schwierigkeiten dar. 
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1^6, Wir zeigen nun^ dass die Coustruction des 
Apollonischen Problems im Wesentlichen unverändert 
auch das Problem löst, diejenigen Kreise zu finden, 
welche mit drei gegebenen Kreisen Winkel von vor- 
geschriebenem Cosinus bilden. 

Die gegebenen Kreise sind Ei, Kg, E^ mit den Mittel- 
punkten 1, 2, 3. Wir bestimmen die Winkel a^, cfg, «g aus 
cos 01 = cotan a^, cos 02 = cotan «g, cos 0^ = cotan «g und 
erhalten nach Art. 95 durch Antragen ihrer respectiven Com- 
plemente am Endpunkte je eines Radius der gleichbezeich- 
neten Kreise gegen denselben auf dem zu ihm rechtwinkligen 
Durchmesser die Umlegungen der Mittelpunkte M^^\ M^^^M^^^ 
der bezüglichen gleichseitigen Hyperboloide oder ihrer Me- 
ridianhyperbeln, damit ihre zweiten Axen und mit Beachtung 
der in Art. 98 entwickelten Modification für die Fälle a > 45^ 
oder reellen Winkel und a < 45^ oder nicht reellen Winkel 
die Scheitel Ä(^\ Ä^^^*]'Ä(^\ ^<2)*5 A^^\ Ä^^^* derselben. Nun 
sind die Bildkreise der Mittelpunkte M^^\ etc., also die mit 
Kl, Kg, Kg concentrischen Kreise durch ihre ümlegungen, 
die Spurkreise Ki«, Kg«; Ksa der zugehörigen Asymptoten- 
kegel, während sie in der Tafelebene die Enveloppen der 
Geraden sind, welche die Kreise K,- unter den Win- 
keln 0i durchschneiden. Und wenn wir den Mittelpunkt 
M^^^ als Centrum der Projection wählen, so dass der Mittel- 
punkt von Kl der Hauptpunkt C^ und der Kreis Ki« der 
Distanzkreis und zugleich der Fluchtkreis aller drei Asymp- 
totenkegel und aller drei Hyperboloide ist, so erhalten wir 
die einfachste Form der Gonstruction. Offenbar sind die 
Potenzlinien ihrer Spurkreise, d. h. der Kreise Ki,K2, Kg 
in Paaren die Spuren der Ebenen ihrer Durchdringungscurven 
ündsomitdasPotenzcentrumderselben der gemeinsame 
Durchstosspunkt der Schnittlinien dieser Ebenen. Aber 
auch die Bestimmung und daher ^ Benutzung der unendlich 
fernen Punkte der Durchdringungscurven bleibt dieselbe wie vor- 
her, da die unendlich fernen Punkte der Asymptoten- 
kegel unserer Hyperboloide diesen selbst angehören. 
Man wird also die Verbindungslinien der unendlich fernen 
Punkte des ins Endliche gehenden Theils der Durchdringungs- 
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curve der Asymptotenkegel construiren und die Fluchtlinien 
der Ebenen der Durchdringungscurven der Hyperboloide er- 
halten; der Schnittpunkt von zwei solchen Fluchtlinien ist 
der Fluchtpunkt der Schnittlinie der Ebenen der bezüglichen 
Durchdringungen und bestimmt dieselbe zusammen mit dem 
Potenzcentrum als Durchstosspunkt^ und die Schnittpunkte 
dieser Geraden mit der ersten unserer hyperboloidischen 
Flächen sind die gemeinschaftlichen Punkte der drei in Rede 
stehenden Flächen, ihre Bildkreise ein Paar der gesuchten 
Gruppe von Kreisen. Man hat daher die Polaren der Ahn- 
lichkeitspurikte der Spurkreise der drei Asymptotenkegel im 
ersten derselben, der zugleich ihr gemeinsamer Pluchtkreis 
ist, als Fluchtlinien jener Ebenen und ihre vier Durchschnitts- 
punkte zu dreien, die Pole der vier Ahnlichkeitsaxen 
der Spurkreise der Asymptotenkegel, als Fluchtpunkte 
der Durchschnittslinien der Ebenen der Durchdringungen 
zu drei. Bis hierher weicht die Construction des allgemeineren 
Problems von der des Apollonischen nur darin ab, dass für 
die Bestimmung des Durchstosspunktes die Spurkreise der 
Hyperboloide und für die der Fluchtpunkte die der Asymp- 
totenkegel zu benutzen sind — welche beide Gruppen von 
Kreisen im Apollonischen Problem zusammenfallen. 

Die Sätze am Schlüsse des vorigen Artikels gelten also 
auch für Flächen zweiten Grades; für unseren Fall geben die 
vier Hyperboloide mit parallelen Asymptotenkegeln — wir 
denken das symmetrische des ersten hinzugenommen — sechs 
ebene Durchdringungscurven, deren Ebenen viermal zu drei 
durch eine Gerade und alle sechs durch einen Punkt gehen. 

127, Es bleibt noch übrig, für jede der gefundenen 
vier Geraden die Bildkreise ihrer Schnittpunkte mit 
demjenigen gleichseitigen Rotationshyperboloid zu 
bestimmen, welches seinen Mittelpunkt im Projec- 
tionscentrum hat. Wir betrachten dazu die durch die 
Gerade gehende Normalebene zur Tafel und die gleichseitige 
Hyperbel mit zur Tafel normaler Axe, in welcher sie das 
bezeichnete Hyperboloid durchschneidet. Ihre Axen sind die 
Schnitte ihrer Ebene mit der Verschwindungsebene und mit der 
zu jener rechtwinkligen Meridianebene; über die Bestimmung 
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ihrer Scheitel ist Folgendes* zu sagen: Im Fall des einfachen 
Hyperboloides sind sie entweder die Schnitte der Ebene mit 
dem Kehlkreise desselben^ und dann ist die zur Tafel parallele 
Axe die Hauptaxe; oder sie sind die Schnittpunkte der zur 
Tafel normalen Axe mit der Meridianhyperbel im vorerwähnten 
Meridian; im Falle des zweifachen Hyperboloids sind sie immer 
die Schnittpunkte der zur Tafel normalen Axe mit der Hy- 
perbel des zur Ebene normalen Meridians. In jedem Falle 
sind ihre Schnittpunkte mit der Durchschnittsgeraden der 
Durchdringungsebenen wie in Art. 63, 74 zu construiren. 
Man sieht, dass die Construction auch für nicht reelle Schnitt- 
winkel oder far Cosinuswerthe, die die Einheit übersteigen, 
keine Veränderung erfährt, so lange nur die gegebenen Grund- 
kreise selbst reelle Kreise sind. Erst dann, wenn unter 
den Grrundkreisen selbst imaginäre, also durch ihre 
Symmetriekreise vertretene Kreise auftreten und 
somit unter den sich durchdringenden Hyperboloiden solche 
zweifache Hyperboloide sind, deren Scheitel auf entgegen- 
gesetzten Seiten der Tafel liegen, ist die Construction zu 
modificireh. Nicht in ihrem letzten Theile, der Bestimmung 
der Schnittpunkte des Hyperboloids mit dem projicirenden 
Asymptotenkegel, mit der Schnittlinie der Ebenen der Durch- 
dringung; auch nicht in der Construction der Fluchtpunkte dieser 
Schnittlinien, wohl aber in der Construction ihres gemein- 
samenDurchstosspunktes, des Potenzcentrums. Dies 
ist für drei reelle Kreise ein anderes, als für zwei reelle und 
einen imaginären durch den Symmetriekreis vertretenen, für 
einen reellen und zwei imaginäre oder für drei imaginäre Kreise. 
Wir wollen die neuen Potenzlinien und Potenzcentren 
im Folgenden nachweisen und nur die Construction für einen 
bestimmten Fall reeller Grundkreise vorher besprechen. 

^ 128. In Fig. 65 Tafel IX ist die Construction für reelle 
Schnittwinkel und reelle Grundkreise durchgeführt. Der Kreis 
Kl soll unter dem Winkel 0^ geschnitten werden und hat 
daher den Kreis Kia ^Is Spurkreis des Asymptotenkegels des 
zugehörigen Hyperboloids geliefert, dessen Mittelpunkt zum 
Projectionscentrum gewählt ist; ebenso ergeben sich aus Kg 
und (^2 d^^ Spurkreis Ksa? und aus E3, tf^ der Kreis Kza* 
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Die Potenzlinien der K, sind s^^s^fS^y ihr Schnitt das Potenz- 
centrum S. Für die Ahnlichkeitsaxe A^JiJ^ der Kreise Kia, 
Käa, Ksa ist ö' ^^^ P<>1 iDi gemeinsamen Pluchtkreise Ki«, 
somit 5 ^ das Bild, ^^ parallel C^ ^' die Orthogonalprojection 
und für 6 als CoUineationscentrum (^r) die Umlegung der Ge- 
raden, deren Schnittpunkte mit dem Hyperboloid 1 als ihre 
Bildkreise die entsprechenden Kreise des Problems liefern. Man 
hatte die Schnittpunkte von g mit derjenigen gleichseitigen 
Hyperbel zu bestimmen, welche die durch g gehende Normal- 
ebene zur Tafel mit dem Hyperboloid von der Spur K^ und 
dem Kegel Ki^ als Asymptotenkegel bildet. Da die Schnitte 
von <7i mit K^ Punkte der Hyperbel und (7i6 und die im 
Abstände des Radius von Ki^ zu g^ gezogene Parallele ihre 
Axen sind, so hat man in (3f ) und (Jf*) ihre Scheitel und 
in (P^) und (P*) ihre Schnittpunkte mit {g), welche* in P^^ 
und Pi^ die Centra und in Pi^P^ resp. P^iP^) die Radien 
der zwei Kreise K^*, Kg* des Problems liefern, welche die 
benutzte Ahnlichkeitsaxe s zur Potenzlinie haben. 

Die in der Figur eingetragenen punktirten Linien ent- 
halten die scharfe Genauigkeitsprobe. Die Schnittpunkte von 
K/, Kg^ mit K|, Kg^K) sind Berührungspunkte gemeinsamer 
Tangenten zwischen K^* und Ki«, TS,^a und "K^a respective 
und zwar der Reihe nach von äusseren, inneren und äusseren 
nach der Natur der benutzten Ahnlichkeitsaxe. Auch ergiebt 
sich aus der Entwickelung der Construction, dass der Potenz- 
kreis der drei gegebenen Kreise (O, Fig. 65) mit den Kreisen 
K^', K^' zu demselben Büschel gehört, für das die Ahnlich- 
keitsaxe s die Potenzlinie ist. 

129. Wenn durch zwei Kreise in der Tafel Flächen 
zweiten Grades gelegt werden, die sich in einem gemeinsamen 
ebenen Querschnitte durchdringen, so ist die Spur der zu- 
gehörigen Ebene immer dieselbe, nämlich offenbar die Ver- 
bindungslinie der Schnittpunkte der Kreise. Legen wir also 
durch zwei Kreise von den Radien rj und r^ mit der Central- 
distanz 2 c gleichseitige Rotationshyperboloide, für welche die 
Tafel die Hauptebene ist, so hat die Ebene ihrer Durch- 
dringung die Verbindungslinie jener Schnittpunkte zu ihrer 
Spur in der Tafel; sie ist die Spur der Durchdringungsebeneu 
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aller Fläcben zweiten Grades durch diese Kreise, die einen ge- 
meinsamen unendlich fernen Querschnitt besitzen. Wählt man 
den Mittelpunkt der Centrale zum Anfangspunkte der Coordi- 
naten, und sind beide Kreise reell, also von positivem Radius- 
quadrat, so sind die einfachen gleichseitigen Rotationshyper- 
boloide, welche sie zu Kehlkreisen haben, ausgedrückt durch 



2 



2 



{x — c)* + y* — isi* = r^ und {x -|- c)* -\- y^ — z^ ^^r 

und man erhält für die Spur der Ebene ihrer Durchdringung 
in der Tafel 

— Acx = r^ — ^2*? 

für negatives Radiusquadrat des ersten respective des zweiten 
Kreises folgen 



4:cx^ = r^^ + ^2«, — 4:cx^ = ri* + r 



2 

2 7 



und für negative Radienquadrate beider Kreise 

— 4ca:i8 = r^^ — r^^ 

Für zwei reelle Kreise ist also die von der Mitte der Cen- 
trale ab nach dem Centrum des kleineren Kreises hin ge- 
messene Abscisse der Verbindungslinie ihrer Schnittpunkte 
im Endlichen die Hohe eines Rechtecks mit der doppelten 
Centrale als Basis, welches die Differenz der Quadrate der 
Radien zur Fläche hat; dieselbe ist für zwei imaginäre Kreise 
der vorigen entgegengesetzt gleich; für zwei Kreise, von denen 
der eine reell und der andere imaginär ist, hat man * die 
Summe der Quadrate der Radien als Flächeninhalt zu nehmen. 
Die Spur der Durchdringungsebenen in der Tafel wird aläo in 
allen Fällen durch eine einfache Construction gefunden; wir 
können sie immer als Potenzlinie der Spurkreise be- 
zeichnen, müssen aber den Fall von zwei reellen Spurkreisen 
von demFalle zweier imaginären durch ihre Symmetriekreise 
vertretenen Spuren und den Fällen eines reellen und eines 
imag.inären Spurkreises unterscheiden (Fig. 66). Die Potenz- 
linien des ersten 8 und des zweiten Falles s^2 ^^ ^^^ oben gemachten 
Au&ählung respective sind ^u einander symmetrisch imVerhält- 
niss zur Mittender Centrale, ebenso die des dritten und vierten 
s^ und $2. Wir können sie als die Potenzlinie schlechthin, nämlich 
die von zwei reellen Kreisen, als die Potenzlinie 1 resp. 2 und 
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die Potenzlinie 1 2 von einander unterscheiden^ je nachdem 
der Kreis 1 oder der Kreis 2 oder beide Kreise mit negativem 
Kadiusquadrat zu denken sind. Aus Art. 92 ist dann evident^ 
dass die Potenzlinie 1 2 der Ort der Centra der Kreise ist, 
welche die beiden gegebenen imaginären Kreise orthogonal 
und die Symmetriekreise derselben, die vrir zeichnen können, 
diametral schneiden, und dass die Gesammtheit derselben ein 
Büschel bildet; dessen Scheitelkreis der um den Fusspunkt 
der Potenzlinie in der Centrale beschriebene Kreis durch die 
Endpunkte der zur Centrale normalen Grundkreisdurchmesser 
ist; ebenso dass die Potenzlinie 1 der Ort der Centra der- 
jenigen Kreise ist, die den verzeichneten Kreis 1 diametral 
und den Kreis 2 orthogonal schneiden und welche ein Büschel 
bilden, welches den aus dem Fusspunkte der Centrale beschrie- 
benen Kreis dieser Art zum Scheitelkreise hat; und dass end- 
lich die Potenzlinie 2 der Ort der Centra der Kreise ist, die 
den Kreis 1 orthogonal und den gezeichneten Kreis 2 dia- 
metral durchschneiden, wie die gewohnliche Potenzlinie der 
Ort der Centra der beiderseits orthogonal schneidenden Kreise 
oder der Kreise des conjugirten vom Büschel der Grundkreise 
ist. Fig. 66 enthält von jedem dieser vier Büschel je einen 
Kreis und in punktirten Linien die zugehörigen Scheitelkreise. 
Man wird alle diese Büschel als die conjugirten des 
Büschels der zugehörigen Grundkreise bezeichnen 
dürfen und hat dann in diesen Ergebnissen zugleich die Be- 
stimmung der Büschel von Kreisen durch Kreise mit nega- 
tiven Badiusquadraten erhalten. Dass es hiernach auch 
zwischen Punkt und Kreis zwei Potenzlinien giebt, ist offen- 
bar, wie dass sie für gleiche Kreise paarweise und für zwei 
Punkte sämmtlich zusammenfallen etc. Nach Art. 83 ist da- 
mit auch für zwei Kugeln die Gruppe der vier Potenzebenen 
nachgewiesen, die sie als Paar reeller, resp. nicht reeller 
Kugeln oder mit negativen Radien'quadraten, und ak eine 
reelle und eine nicht reelle Kugel mit einander bestimmen. 
Auch was von den durch die Kreise bestimmten conjugirten 
Büscheln gesagt ist, überträgt sich unmittelbar. 

130« Es ist die nächste Consequenz des Vorigen, dass 
drei Kreise in der Tafel (Fig. 67) acht verschiedene 
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Potenzcentra haben, in denen sich die Potenzlinien der- 
selben in Paaren zu je drei durchschneiden. Wie das ge- 
wohnliche Potenzcentrum der Mittelpunkt eines Kreises ist, 
der die drei gegebenen orthogonal schneidet, so kommen nun 
hinzu 2) als Schnittpunkt der Potenzlinien 12, 2 3, 3 1 der 
gleichnamigen Paare das Gentrum S des Kreises, welcher die 
drei gegebenen Kreise diametral schneidet; 3) drei Potenzcentra 
81^82, /Sg als Mittelpunkte von Kreisen, welche zwei der ge- 
gebenen Kreise orthogonal und den dritten diametral; und 
4) drei Potenzcentra 0^, O2, O3 als Mittelpunkte der Kreise, 
welche zwei der gegebenen diametral und den dritten ortho* 
gonal durchschneiden. Wenn das orthogonale Schneiden 
durch und das diametrale durch s bezeichnet wird und die 
Reihenfolge der Symbole der Ordnung der Kreise 1, 2, 3 ent- 
spricht, so sind diese Centra und Kreise als O] s s S'^ soOy 
so\ 00s und $Sf SOS, ss von einander unterscheidbar, 
was gekürzt die obige Bezeichnung liefert. Nach den vorher 
begründeten Symmetrieverhältnissen der vier Potenzlinien 
eines Kreispaares sieht man, dass diese acht Potenzcentra die 
Ecken von sechs Parallelogrammen sind (Fig. 67) oder die 
Figur derOrthogonalprojection einesParallelepipeds 
bilden, für das die halbirenden Senkrechten zu den Centralen 
den Mittelpunkt liefern. Und auch hier ist die räumliche 
Beziehung von besonderer Bedeutung. Denn wir fanden in 
Art. "101 für das gewohnliche Potenzcentrum die beiden 
Sätze: Es ist der Mittelpunkt des gleichseitigen 
Rotationshyperboloids mit Hauptebene in der Tafel, 
welches die durch die drei gegebenen Kreise darge- 
stelltenPunktepaare enthält; der aus ihm beschriebene alle 
drei orthogonal schneidende oder von allen diametral geschnit- 
tene Kreis ist der Kehlkreis respective' Scheitelkreis desselben. 
Es ist aber auch (Art. 103) die Orthogonalprojection 
des Durchschnittspunktes der drei einfachen gleich- 
seitigen Rotationshyperboloide, welche die. drei ge- 
gebenen zu ihren respectiven Kehlkreisen haben, und 
der zugehörige Kreis ist der Bildkreis derselben; wenn 
die drei Kreise sich gegenseitig reell schneiden, so ist das 
fragliche Hyperboloid ein zweifaches und der aus dem Potenz- 



176 ni. Di6 Lehre vom Winkelscbnitt der Kreise und Kugeln, 131. 

centrum mit der kleinsten zugehörigen Halbsehne der Kreise 
als Radius beschriebene ist der Symmetriekreis seines imagi- 
nären Eehlkreises. Und man sieht nun, dass für die sieben 
anderen Potenzeentra und die zugehörigen Potenz- 
kreise die analogen Doppelsätze gelten müssen, deren 
Aufzählung wir uns jedoch ersparen wollen. In allen Fällen 
ist aber die Gültigkeit dieser Sätze von der gleichen Wichtig- 
keit; insbesondere enthalten sie die Bestimmung der Ereisnetze 
mit Hilfe imaginärer Kreise, die durch ihre Symmetriekreise 
vertreten sind. Die Specialia, dass für zwei Kreise und einen 
Punkt vier verschiedene und für einen Kreis und zwei Punkte 
zwei verschiedene Potenzeentra existiren, und die in den Fällen 
gleicher Kreise unter den gegebenen eintretenden Besonder- 
heiten erhalten hierdurch stereometrische Bedeutung. Für drei 
Kugeln finden wir demnach auch acht Potenzaxen (Art. 
114), je nachdem wir sie als reelle oder als theil weise resp. 
sämmtlich nicht reelle Kugeln zu betrachten haben, und die- 
selben sind als Orte der Centra von Kugeln mit analögen 
Unterscheidungen des orthogonalen oder diametralen Schnittes 
mit den gegebenen Kugeln charakterisirt, wie bei den 
Kreisen. Was die Beziehung derselben zu den berührenden 
Kreisen (Art. 122) resp. Kugeln (Art. 117) der drei ge- 
gebenen betrifft, so ist ersichtlich, dass ein Kreis und eine 
Kugel mit positivem Badiusquadrat nicht von solchen mit 
negativem Badiusquadrat berührt werden können, weil die 
Summe oder Differenz der Badien als einer reellen und einer 
rein imaginären Grösse nicht verschwinden kann. Wir werden 
daher nur bei den Problemen über den Winkelschnitt, aber 
nicht beim Apollonischen Problem die Zulassung nicht reeller 
Kreise unter den gegebenen anzunehmen haben. 

131. Indem wir auf den Anlass zu dieser Entwicklung 
in Art. 127 zurückblicken, können wir sagen, dass die ent- 
wickelte Construction der Kreise, welche drei gegebene 
unter Winkeln von vorge schriebenen Cosinuswerthen 
schneiden, auch dann noch unverändert gültig bleibt, 
wenn einer dieser Kreise oder mehrere von ihnen als 
imaginär oder mit negativem Badiusquadrat, d. h. 
als Symmetriekreise zu betrachten sind — voraus- 
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gesetzt natürlich; dass die Mittelpunkte der zuge- 
hörigen zweifachen Hyperboloide bekannt seien. Und 
für diese ist hier noch aufmerksam zu machen auf eine dieselbe 
erledigende Consequenz der Entwickelungen in Art. 97 : Wenn 
man an den gewählten Durchmesser des Grundkreises im einen 
Endpunkte den Winkel a aus cotan a = cos 6 anträgt, so giebt die 
auf den zweiten Schenkel desselben gefällte Senkrechte aus dem 
andern Endpunkte dieses Durchmessers (Fig. 68) im Schnitt 
mit dem zu ihm normalen Durchmesser des Grundkreises 
den Mittelpunkt C des gleichseitige/i Botationshyperboloids 
durch den Grundkreis, als reellen Parallelkreis , und die im 
Scheitel von a selbst auf dem zweiten Schenkel errichtete Nor- 
male im Schnittpunkte mit dem normalen Durchmesser des 
Grundkreises den Mittelpunkt d des gleichseitigen und immer 
zweifachen Rotationshyperboloids , welches den Grundkreis 
zum Symmetriekreise eines nicht reellen Parallelkreises hat. 
Die Gentra (7, (7» sind symmetrisch zur Ebene des Kreises 
P; P,-. In der Figur ist a> 45®, also 6 ein reeller Winkel, 
den man aus cotau a = cos 6 für das einfache Hyperboloid 
P, (7 in 6 und für das zweifache Hyperboloid P,-, d in 64 
construirt hat. Man hat damit dieselbe einfache Auf- 
lösung des allgemeinen Schnittwinkelproblems auch 
in den Fällen gesichert, in welchen irgend welche 
reelle Cosinuswerthe der Schnittwinkel mit imagi- 
nären, also durch ihre Symmetriekreise vertretenen 
Grundkreisen vorgeschrieben sind. Von der Erweite- 
rung derselben auf den Baum, d. h. von der Lösung des 
Problems: Zu vier Kugeln diejenigen Kugeln zu ermitteln, 
welche sie der Reihe nach unter zugeordneten vorgeschriebenen 
Winkeln schneiden, werden wir weiterhin (Art. 164) kurz 
das Hauptsächlichste angeben. 

183. Fig. 69 (Tafel XI) giebt die vollständige Ausführung 
einer solchen Construction. Die gegebenen Kreise sind K^, 
K2*, Kg mit den Mittelpunkten 1,2,3, von den^n der erste 
als Hauptpunkt C^ dient. Der erste soll von den zu bestim- 
menden Kreisen unter nicht reellen Winkeln 6^ geschnitten 
werden, deren Cosinus der Cotangente des eingezeichneten 
Winkels «j gleich ist. Man hat — in punktirten Linien — den 

Piedler, Cyklographie. 1*2 
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Winkel «^ im einen Endpunkte eines Durchmessers von K^ 
an diesen angetragen und vom andern Endpunkte desselben 
die Normale zu seinem zweiten Schenkel gefällt; sie giebt 
in dem zu ihm rechtwinkligen Durchmesser einen Punkt vom 
Spurkreise Ki « des Asymptotenkegels des zweifachen Hyper- 
boloids, dessen Punkte durch die Kreise unter a^ zu K^ ab- 
gebildet werden. Dieser Spurkreis ist als Distanzkreis ge- 
wählt, oder der Mittelpunkt dieses Hyperboloids als Projec- 
tionecentrum gedacht. Ddr zweite Kreis Kg* ist Stellvertreter 
eines imaginären Kreise^, was der Index i anzeigen soll; der 
Cosinus des verlangten Schnittwinkels ist als die Einheit 
übersteigend gedacht und als cotan a^ gegeben; an einem 
Durchmesser von K^^ ist im Endpunkte ag angetragen und 
ebenda die Normale des zweiten Schenkels gezeichnet, die 
den dazu rechtwinkligen Durchmesser in einem Punkte des 
Spurkreises K2a des Asymptotenkegels von demjenigen zwei- 
fachen Hyperboloid schneidet, das der Ort der bezüglichen 
Punkte ist. Der Kreis K^ endlich soll unter dem reellen 
Winkel 6^ geschnitten werden, und liefert dadurch, wie schon 
in Art. 126 und Fig. 65, den Spurkreis Ks« für den Asymp- 
totenkegel des entsprechenden Hyperboloids; auch die Be- 
stimmung von «3 ist hinzugefügt. (Für den Rest der Con- 
struction sind punktirte Linien nicht verwendet.) Die gesuchten 
Kreise sind die Bildkreise der acht Punkte, in denen sich die 
bezeichneten Hyperboloide durchdringen. Die Figur enthält 
die vollständige Construction desjenigen Paares derselben, 
welches die äussere Ahnlichkeitsaxe s* der drei Kreise Ki«, 
K2a; Ksa uud ihr Pol Q' im gemeinsamen Fluchtkreise Ki« 
oder D und C liefert; man hat zu diesem als Fluchtpunkt 
mit dem Potenzcentrum S der Kreise K^, Kg*, K3 oder dem 
Schnittpunkte ihrer Potenzlinien in Paaren als Durchstoss- 
punkt die Schnittpunkte der Geraden SQ' mit einem der 
Hyperboloide zu bestinimen und ihre Bildkreise zu zeichnen. 
Wir wählen das Hyperboloid mit C als Mittelpunkt Die 
Normalebene zur Tafel durch die Gerade Q'S bat die Flucht- 
linie C^Q' und die Parallele durch S oder die Normale g^ zur 
Ahnlichkeitsaxe aus dem Potenzcentrum zur Spur, und iu 
dieser liegen die Centra der gesuchten beiden Kreise. Das 
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zugehörige Collineationscentrum S in Ki« oder D giebt durch 
die von S ausgehende Parallele zu ©^ die ümlegung (g) 
der Geraden SQ' oder g in die Tafel. Die von der Normal- 
ebene ggi aus dem Hyperboloid geschnittene Hyperbel wird 
mit ihr in die Tafel umgelegt; die eine ihrer Axen ist das 
Perpendikel vom Hauptpunkte C^ auf g^ oder die Parallele zur 
Ähnlichkeitsaxe s, der Mittelpunkt (0) liegt in dem der Distanz 
gleichen Abstände von g^ in ihr und liefert die andere Axe 
(0)jF; das Perpendikel DF von D auf dieselbe giebt durch 
den aus F mit FD als Radius beschriebenen Kreis in C^(0) 
die beiden Scheitel (M) und (Jf*) der besagten Hyperbel. 
Nach Art. 63 finden wir nun ihre Schnitte mit {g\ indem 
wir den Schnitt (S) von (g) mit der Axe {0)F als Durch- 
stosspunkt und den im Abstände (M){0) von {0)F in (g) ge- 
legenen Punkt (jR) mit dem Fusspunkte der Normale (iJ^) als 
Verschwindungspunkt benutzen; wir ziehen durch {R^) die 
Parallele zu (0){M) und markiren ihre Schnittpunkte mit dem 
um {M) durch (0) beschriebenen Kreise, um ihre Radien bis 
zur Nebenaxe (0)F(R^) der Hyperbel zu verlängern und in 
den dort zu dieser errichteten Senkrechten die Schnittpunkte 
(P^) und (P^) von (g) mit der Hyperbel zu erhalten; dieselben 
Perpendikel geben in g^ auch die Centra P^^ und P^^ der ge- 
suchten Kreise Ki,, K2,, die nun mit den Radien P^^ (P^) 
resp. Pj^ (P^) zu beschreiben sind. Dieselben haben die Ähn- 
lichkeitsaxe 5 zu ihrer Potenzlinie und, um nur die bequemste 
Probe zu erwähnen, sie schneiden nothwendig den Kreis K3 
so, dass ihre Tangenten in den Schnittpunkten zugleich Tan- 
genten des Kreises Kg« sind. Auch gehört (vgl. Art. 128) 
der Potenzkreis (O, Fig. 69) der drei gegebenen Kreise mit 
den Kreisen Kjf, K^X zu dem Büschel von der Potenzlinie 5. 
133. Nach erfolgter Lösung der Hauptprobleme wird 
es am Platze sein, die zweifach und einfach unendlichen Systeme 
von Kreisen, welche wir kennen gelernt haben, mit einander 
zu vergleichen, um über den wesentlichen Unterschied Klar- 
heit zu verbreiten, welcher zwischen den dem schiefwinkligen 
Schnitt entsprechenden und den übrigen existirt. Die Be- 
sprechung der drei Fundamentalaufgaben, Kreise der ein- 
fach unendlichen Systeme zu finden, welche einen Punkt ent- 
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halten, oder eine Gerade, resp. einen Kreis berühren, fuhrt dazu. 
Wir wissen, dass von einer linearen Reihe zwei Kreise durch 
einen Punkt gehen (Art. 34), dass einer eine Gerade berührt 
(Art. 31) und vier Kreise derselben einen Kreis (Art. 35) — wir 
wollen die lineare Reihe hiernach als durch die Zahlen (2, 
1, 4) charakterisirt bezeichnen. Vergleichen wir damit das 
Büschel, so erhalten wir einen Kreis des Büschels durch 
einen Punkt, zwei Kreise desselben an eine Gerade und wieder- 
um zwei an einen Kreis, also iij demselben Sinne die Charakter- 
zahlen (1, 2, 2). Denken wir das System der Kreise, welche 
einen gegebenen Kreis unter dem constanten Winkel<J 
schneiden und ihre Centra in einem seiner Durchmesser 
haben, so gehen durch einen Punkt zwei derselben, an eine 
Gerade und an einen Kreis berührend aber deren vier; denn 
die gleichseitige Hyperbel mit einer zur Tafel parallelen und 
einer zur Tafel normalen Axe, welche das System darstellt, 
wird von dem zur Tafel symmetrischen gleichseitigen Rota- 
tionskegel in zwei im Endlichen gelegenen Punkten, von dem 
zur Tafel symmetrischen Ebenenpaar, weil dasselbe mit ihrer 
Ebene zwei zur Tafel symmetrische aber nicht unter 45® ge- 
neigte Schnittlinien erzeugt, in zwei Paaren, also in vier Punkten 
geschnitten, und die beiden in Beziehung zur Tafel zu ein- 
ander symmetrischen gleichseitigen Rotationskegel über dem 
zu berührenden Kreise liefern als solchen Schnitt zwei zu ein- 
ander symmetrische gleichseitige Hyperbeln, die mit der des 
Systems ebenfalls zwei Paare von Schnittpunkten in endlicher 
Entfernung hervorbringen; die charakteristischen Zahlen des 
letzten Systems sind also (2, 4, 4) oder doppelt so gross 
als die des Büschels. Denken wir noch die Kreise der 
Systeme bestimmt, die ihren Mittelpunkt in einem gegebenen 
Punkf e der Centrale haben, so erhalten wir für die excentrische 
Hyperbel deren zwei, für die des Büschels und für die lineare 
Reihe nur je einen Kreis; ebenso werden Kreise, die einen 
gegebenen unter vorgeschriebenen Winkeln schneiden, in der 
linearen Reihe vier und im Büschel zwei, in dem excentrisch en 
Büschel des Systems von bestimmtem Schnittwinkel mit einem 
andern Kreise und aus einem bestimmten Durchmesser des- 
selben aber vier Kreise liefern. Man sieht, dass die Zahlen 
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der Kreise bei dem System des constanten Schnittwinkels 
durchweg doppelt so gross sind als beim Büschel — so wie 
das räumliche Abbild des ersten Systems aus zwei gleich- 
seitigen Hyperbeln und das des letzten aus einer solchen 
besteht. Wir bemerken auch, das von den Zahlen der 
linearen Reihe die für Kreise durch einen Punkt, an einen 
Kreis und imter gegebenem Winkel zu einem Kreise mit den 
entsprechenden Zahlen des excentrischen Büschels überein- 
stimmen, indess nur eine, die Zahl der Kreise von gegebenem 
Gentrum, mit der entsprechenden des Büschels zusammentrifft; 
wir wissen ja, dass lineare Reihen und planare Systeme im all- 
gemeinen speciellere Formen excentrischer hyperbolischer und 
hyperboloidischer Systeme sind — nämlich die letztgenannten 
solche mit unendlich grossem Grundkreise — und nur für den 
Fall der Neigung von 45^ von Büscheln und Netzen — nur 
bei der Bedingung der Berührung mit der Geraden unter den. 
drei Fundamental- Aufgaben ist der Unterschied durch Specia- 
lisirung wirksam. Man hat das Büschel ein System erster 
Stufe und ersten Grades oder ein lineares System von 
einfach unendlicher Mächtigkeit genannt und kann dem gegen- 
über das excentrische Büschel als ein System erster 
Stufe und zweiten Grades oder als ein quadratisches 
System erster Stufe bezeichnen. 

Natürlich erscheinen dieselben Unterscheidungen wieder 
bei den zweifach unendlichen oder den Systemen zweiter 
Stufe; durch zwei Punkte gehen zwei Kreise des planaren 
Systems und des Systems der Kreise unter vorgeschriebenem 
Winkel zu einem Kreise, aber nur ein Kreis des Netzes; mit 
einem gegebenen Mittelpunkte haben wir im planaren System 
und im Netz einen Kreis, im excentrischen Netz — wenn wir 
das Schnittwinkelsystem so nennen — zwei Kreise; zwei Kreise 
werden von vier Kreisen des planaren Systems und des ex- 
centrischen Netzes, aber nur von zwei Kreisen des Büschels be- 
rührt. Durch einen Punkt gehen von einem Netz die Kreise eines 
Büschels, d. h. eines linearen Systems erster Stufe; von einem 
excentrischen Netz die Bildkreise der Punkte eines Kegelschnitts, 
dessen Ebene schief liegt zur Tafel, d. h. wenn man will die 
Kreise eines Systems erster Stufe und zweiten Grades. 
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Und analoge Unterschiede bieten auch die Kugelsysteme 
dar; die Zahlen der linearen Kreisreihe für Punkt, berüh- 
rende Gerade und berührenden Kreis bleiben offenbar für die 
lineare Kugelreihe des Art. 116 in Bezug auf Punkt, Ebene 
und Kugel — weil die Ebene durch die Centrale der Reihe 
resp. nach dem Punkte, normal zur Ebene und nach dem 
Centrum der Kugel eine lineare Kreisreihe und resp. den Punkt, 
eine Gerade und einen Kreis ausschneidet, die die Lösungen 
der Aufgaben liefern. Ebenso oder analog für das Büschel. 
Aber für das System der Kugeln, die eine gegebene Kugel 
unter vorgeschriebenem Winkel schneiden, haben wir als 6e- 
sammtheit derer, die ihre Centra in einem bestimmten Durch- 
messer der gegebenen Kugel haben, zwei excentrische Büschel 
und für jedes derselben die vorige Zahl von Losungen, also 
in Allem die doppelte. Wenn also Netze und Büschel von 
Kugeln als lineare Gebilde dritter und erster Stufe 
bezeichnet werden, so ist es zulässig die Systeme von glei- 
chem Schnittwinkel und die excentrischen Büschel 
als Gebilde zweiten Grades von diesen Stufen zu be- 
zeichnen; und dem zweifach unendlichen linearen Gebilde aus 
Kugeln, dem Bündel des Art. 114 wird das zweifach unend- 
liche Gebilde zweiten Grades aus Kugeln gegenüberstehen als 
die Gesammtheit der Kugeln, welche zwei gegebene unter 
gegebenen Winkeln schneiden. Aber erst nach der längst in 
Aussicht genommenen Untersuchung der Kegelschnitte wer- 
den diese quadratischen Systeme besser zugänglich sein, wenn 
auch die Analogie schon jetzt die Lösung des allgemeinsten 
bezüglichen Problems gestattete. 

IV. Die Theorie der Kegelschnitte im Zusammenhange 
mit der der Kreis- und Kugelsysteme. 

134. Wir wenden uns hiernach zur Entwicklung der- 
jenigen allgemeinen Theorie der Kegelschnitte, welche 
mit den Auflösungen aller dieser Probleme in Verbindung 
steht. In unseren Constructionen erscheinen Kegelschnitte 
als Querschnitte von gleichseitigen Rotationskegeln und gleich- 
seitigen Rotationshyperboloiden mit zur Tafel normaler Axe 
mit Ebenen, sodann als Durchdringungen von zwei solchen 
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Kegeln oder von Kegel und Hyperboloid oder endlieh von 
zwei Hyperboloiden; denn auch in den drei letzten Fällen 
entstehen Kegelschnitt e^ weil diese Flächen in Paaren 
immer denselben unendlich fernen Querschnitt besitzen. 

Wir wollen die nähere Untersuchung dieser Fälle ihrer 
Erzeugung mit dem speciellen Falle der Parabel beginnen, 
wo dieselbe als Querschnitt eines gleichseitigen Rotations- 
kegels mit zur Tafel normaler Axe mit einer Ebene ent- 
steht, die zur Tafel unter 45^ geneigt ist. In diesem Falle 
ist eine Mantellinie des Kegels und zugleich die zugehörige 
Tangentialebene zur Schnittebene parallel und der Querschnitt 
hat daher einen unendlich fernen Punkt und in demselben 
die unendlich ferne Gerade zur Tangente, ist also eine Parabel. 

Der Kegel wird als projicirend, Spur und Fluchtlinie 
also im Distanzkreise, und die Ebene als durch ihre Spur s 
bestimmt gedacht, so dass die Fluchtlinie derselben die eine 
oder die andere der zwei zu dieser Spur parallelen Tangenten 
iii Ü2 ^^^ Distanzkreises sein muss. Wir wollen die der 
ersten Ebene angehörige Schnittparabel als die Parabel 1 und 
die der zweiten angehörige als die Parabel 2 und auch die 
Orthogonalprojectionen ihrer resp. Punkte und Tangenten 
und die Bildkreise der ersten auf die Tafel durch die Bei- 
fügung der Indices 1 resp. 2 am Buchstaben unterscheiden. 
Wir ziehen den zu s normalen Distanzkreisdurchmesser (Fig. 70) 
und erhalten in seinen Endpunkten die Centralprojectionen 
Ä^ und Ä^' der Scheitel beider Parabeln, sowie zusammen- 
fallend mit den entsprechenden Distanzkreistangenten ^g' ^^^ Qi 
die der zugehörigen Tangenten; dieselben sind der Tafel parallel 
und ihre Orthogonalprojectionen auf dieselbe werden daher am 
besten durch die ümlegung der zu s normalen projicirenden 
Ebene erhalten, die die Scheitel enthält; der eine Endpunkt 
des zur Spur s parallelen Distanzkreisdurchmessers ist das 
umgelegte Centrum @, die Geraden (£-4/ und S-^g' sind die 
umgelegten Mantellinien des Kegels in ihr und die Parallelen 
zu ihnen durch den Schnittpunkt S der Spur mit dem zu ihr 
normalen Distanzkreisdurchmesser die Umlegungen ihrer Durch- 
schnittslinien mit den beiden Schnittebenen; man erhält also in 
den Schnitten mit jenen Mantellinien die Umlegungen {A^), {Ä2) 
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der Scheitel und damit durch die Perpendikel auf OiiS die Ortho- 
gonalprojectionen J./ (in der Figur unterdrückt),^!* der Scheitel 
und ihrer Tangenten auf die Tafel. Ihre Bildkreise haben jene, also 
die Punkte -4^^ resp. A^ zu Mittelpunkten und berühren in B die 
Spurs,weil^i*(J^) =-4i*/S,resp.-4i^(-4i) =^i^Sihre Radien sind. 

136« Für irgend einen Punkt P des einen oder des 
andern Querschnittes ist P' (Fig. 70L ein Punkt des Distanz- 
kreises, die Centralprojection und die zugehörige Tangente i' 
die Centralprojection seiner Tangente, für den Querschnitt 1 
mit dem Fluchtpunkte in g/ also ^/, für den Querschnitt 2 
mit dem Fluchtpunkte in q^ also ^2', für beide mit dem Durch- 
stosspunkte in St in der Spur s. Man erhält also die Ortho- 
gonalprojectionen ^1^ und t^ dieser Tangenten auf die Tafel 
und damit auch die Orthogonalprojectionen ihrer Berührungs- 
punkte Pi^ und Pi*, indem man durch 8% zu den beiden 
Strahlen G^Q^ und C1Ö2' ^i® Parallelen zieht. Die um T^ 
resp. Pj^ durch P' beschriebenen Kreise sind die Bildkreise 
beider Punkte im System des einen und des andern Quer- 
schnittes; in den Fusspunkten der Senkrechten von T^ und 
Pj^ auf s berühren sie diese Gerade. 

Die Construction lehrt, dass L Qi C^ Q^ als Hälfte des 
gestreckten Winkels Ä^' C^ A^ nach Art 45 ein rechter Winkel 
ist, dass also die Tangenten der Orthogonalprojectionen beider 
Parabeln in Punkten, die dasselbe perspectivische Bild haben, 
und die sich daher in der gemeinsamen Spur ihrer Ebenen 
begegnen, zu einander rechtwinklig sind. Wenn insbesondere 
diese Spur den Distanzkreis reell schneidet, so schneiden sich 
auch die Orthogonalprojectionen beider Parabeln in denselben 
Punkten rechtwinklig, d. h. sie haben in diesen Punkten zu 
einander rechtwinklige Tangenten. 

Diese Punkte haben Bildkreise vom Radius Null. So 
erscheint die Parabel als Ort der Gentra von Kreisen, die 
einen festen Kreis und eine feste Gerade zugleich berühren; 
und man erhält die beiden Parabeln der vorigen Construction 
aus demselben Kreise und derselben Geraden, je nachdem bei 
einer bestimmten Art der Berührung mit dem Kreise die ge- 
rade Linie auf der einen oder auf der andern Seite des be- 
weglichen sie auch berührenden Kreises liegt, oder umgekehrt. 
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Es ist klar^ dass der eine Ahnlichkeitspunkt für irgend zwei der 
Bildkreise von Parabelpunkten in der Spur s der Ebene liegt^ die 
für beide eine gemeinsame Tangente ist*, insbesondere für die 
Punkte in einer zur Parabelaxe parallelen also zu'^ normalen 
Sehne im gemeinsamen Berührungspunkt mit s und für die Punkte 
in einer zur Parabelaxe normalen Sehne in unendlicher Feme. 
Die Constante cotan a ist für alle Bildkreise gleich Eins. 

136. Denken wir den Kegel und das Paar der Schnitt- 
ebenen im Räume fesi^ehalten und die Tafel ebene in der 
Weise parallel sich selbst verschoben, dass die Nor- 
malen CC^ und PPi sie stets in denselben Punkten schnei- 
den, so bleiben die Orthogonalprojectionen aller Punkte und 
Tangenten der Querschnitte in ihr unverändert; der Radius 
des Distanzkreises nimmt um den Betrag der Verschiebung 
ab oder zu, jenachdem die Verschiebung gegen das Centrum 
hin oder von demselben weg erfolgt; um denselben Betrag 
nehmen auch die Radien der Bildkreise aller der Punkte der 
Querschnitte ab oder zu, die mit dem Centrum auf derselben 
Seite der Tafel liegen; und um ihn nehmen umgekehrt die 
Radien der Bildkreise zu oder ab, deren Originalpunkte sich 
auf der entgegengesetzten Seite der Tafel befinden; die Null- 
kreise von voriger verwandeln sich in Kreise, deren Radius 
der Verschiebung gleich ist. Um denselben Betrag der Ver- 
schiebung nähert sich oder entfernt sich die Fluchtlinie q^ 
resp. q2 dem Hauptpunkte Cj, wenn die Verschiebung gegen 
das Centrum hin oder von demselben weg erfolgt; und die 
Spur s bewegt sich stets in gleichem Sinne mit der Flucht- 
linie, da beide durch die Tafel aus zwei parallelen Ebenen 
ausgeschnitten werden; damit ist zugleich ihr Auseinander- 
gehen in zwei um den doppelten Betrag der Verschiebung 
von einander entfernten Geraden s^ und $2 angezeigt. 

Die Anwendung der vorigen Construction auf den neuen 
Distanzkreis und die Punkte und Tangenten P' und t' des- 
selben mit den neuen Fluchtlinien q^\ q^ und den neuen 
Spuren s^ und Sg liefert die alten Punkte P^^ und P^^ mit 
den alten Tangenten ty^ und t^^, aber den die nöue Spur resp. 
und den neuen Distanzkreis berührenden neuen Bildkreisen. 

Verschiebt man in dieser Weise die Tafel bis nach den 
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Centrum C selbst, so wird der Distanzkreis zum Punkte C^, 
die Spuren der parabolischen Schnittebenen werden identisch 
mit den Yerschwindungslinien .r^ und rg der Anfangslage 
(Fig. 70) uiid die Fluchtlinien beider fallen in (SCj zusammen. 
Irgend ein Strahl aus C^ wie CiP' liefert als zugehörige 
Distanzkreistangente den zu ihm rechtwinkligen aus (7^ und 
der Umstand, dass die entsprechenden Tangenten der Ortho- 
gonalprojectionen unserer Parabeln sich in der ursprünglichen 
Spur, der Mittellinie zwischen den jetzigen Spuren s^ und s^, recht- 
winklig schneiden, würde zu ihrer Bestimmung genügen und 
damit zu der von P^ und Pg. Die zugehörigen Bildkreise 
gehen nun durch C^ und berühren für die eine Parabel die 
Gerade s^, für die andere ^2; d. h. es tritt die gewöhnliche 
Definition der Parabel hervor als Ort eines Punktes, der 
von einem festen Punkte und einer festen Geraden 
gleiche Entfernringen hat; die Durchdringung eines zur 
Tafel symmetrischen gleichseitigen Rotationskegels mit einer 
zu ihr unter 45® geneigten Ebene ist der directe Ausdruck 
dieser Eigenschaft. 

Man nennt die Spitze des Kegels den Brennpunkt und 
die feste Gerade die Directrix der Parabel. Man sieht, 
die beiden in unserer Oonstruction gleichzeitig entstandenen 
Parabeln haben den Brennpunkt und die Axe, die Halbirende 
der zu ihr rechtwinkligen Sehnen und den Schnittort der zu- 
gehörigen Tangentenpaare gemein; sie werden deshalb con- 
focal genannt. 

137. Verbindet man ien Brennpunkt mit einem Punkte 
der Directrix und verzeichnet man die senkrechte Halbirungs- 
linie ihrer Distanz, so ist ihr Schnittpunkt mit dem in jenem 
Punkte der Directrix auf ihr errichteten Perpendikel ein Punkt 
und die erwähnte senkrecht Halbirende selbst die zugehörige 
Tangente der Parabel (Fig. 70), der Strahl nach dem Brenn- 
punkte ist die Projection der Mantellinie des Kegels und das Per- 
pendikel zur Directrix die Falllinie der schneidenden 45® Eb^e, 
die vom Punkte des Schnittes ausgehen; und da beide Ge- 
rade unter 45® zur Tafel gehen, so sind ihre Orthogonalpro- 
jectionen auf diese gleichlang, wie auch sie selbst. Weil der 
Radius des Berührungspunktes P* rechtwinklig ist zum Parallel- 
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strahl derKreistangente^ so folgt au ch^ das s das zwischen dem 
Berührungspunkte Pj^ und der Directrix^i (ebenso für P^* 
und «2) gelegene Stückder Parabeltangente vom Brenn- 
punkte gesehen unter rechtem Winkel erscheint, etc. 

Allgemeiner aber überträgt sich die Eigenschaft des 
Kreises, dass die Reihen, welche die Schnittpunkte einer be- 
weglichen Tangente auf zwei festen Tangenten desselben Kreises 
bilden, durch gleiche Büschel mit dem Centrum verbunden 
werden oder dass sie (Art. 45) unter einander projectivisch 
sind, auf die Parabel mit der Besonderheit, dass die besagten 
Reihen ähnliche oder proportionale statt allgemein projecti- 
vische sind, weil ihre unendlich fernen Punkte einander ent- 
sprechen nach der Berührung der Parabel mit der unendlich 
fernen Geraden. Wird als andere feste Tangente insbeson- 
dere die Scheiteltangente der Parabel genommen, die der zu 
q^ resp. q^ parallelen zweiten Kreistangente entspricht, so 
erkennen wir, dass die Reihe der Richtungen der Parabel- 
tangenten mit der Reihe ihrer Schnittpunkte in jeder insbe- 
sondere der Scheiteltangente projectivisch ist, was für die letzte 
den speciellen Ausdruck annimmt: Die Scheiteltangente 
der Parabel ist der Ort der Fusspunkte der Perpen- 
dikel, welche man vom Brennpunkte auf die Tan- 
genten fällt. 

Wir stellen dazu den andern schon oben berührten Satz: 
Die Directrix ist der Ort der Schnittpunkte recht- 
winkliger Tangentenpaare der Parabel (Fig. 70, siehe 
Pi^*, Pj^ und jBj^). Die Parabel als Schnitt und als Durch- 
dringung gleichseitiger Rotationshyperboloide besprechen wir 
besser nach der Betrachtung des . elliptischen und hyperboli- 
schen Querschnittes. 

138. Wenn der Neigungswinkel der Schnittebene gegen 
die Tafel kleiner oder grösser ist als 45®, so entsteht als Quer- 
schnitt eine Ellipse resp. Hyperbel, weil nur im zweiten 
Falle die durch den Mittelpunkt gehende d. h. die projicirende 
Parallelebene den Kegel in zwei reellen Mantellinien schneidet, 
welche als zur Schnittebene parallel reelle unendlich ferne 
Punkte der Querschnittscurve hervorbringen. Die Centra P^ 
der Bildkreise ihrer Punkte bilden also auch eine Ellipse resp. 
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Hyperbel und im letzten Falle gehen zwei der Bildkreise als 
von unendlich grossen Radien in gerade Linien über. 

Betrachten wir zuerst den Fall des hyperbolischen 
Querschnittes, in welchem die Fluchtlinie der Schnittebene 
den Distanzkreis schneidet — in den Punkten ZJ^^V ^^^^ ^^* 
den Tangenten t*/, %' (Fig. 71). Für den Punkt P' und 
die zugehörige Tangente t' des Distanzkreises als centralpro- 
jectivisches Bild eines Punktes und seiner Tangente im Quer- 
schnitt mit dem Fluchtpunkte Q' und dem Durchstosspunkte St 
in q und in s respective erhalten wir auf dem Strahl C^^P' mit 
dem Fluchtpunkte C^ als dem von P ausgehenden Perpendikel 
zur Tafel den Durchstosspunkt P^ in der Parallelen durch St zu 
Cj^Qf) diese Parallele ist zugleich die zugehörige Tangente ^^ 
an den Ort der Centra der Bildkreise. Ist insbesondere P' 
in ü^^^y so giebt die zugehörige Tangente u^ den Durch- 
stosspunkt und durch C^ü^^^' die Richtung der einen Asym- 
ptote «^^^ — denn der Berührungspunkt mit dem Ort der 
Centra als auf Cj U^^y gelegen ist unendlich fem; ebenso für 
die andere Asymptote u^^. Die Construction zeigt den Ort 
der Pi als die centrisch collineare Figur zum Distanz- 
kreise für den Hauptpunkt C^ als Centrum der CoUinea- 
tion, die Spur s als Collineationsaxe und die Fluchtlinie q 
als Gegenaxe derselben wie in Art. 81. Der Bildkreis des 
Punktes Pist der um P^ durch P' beschriebene Kreis; für die 
unendlich fernen Punkte ü^^^^ und üi^^) sind die Bildkreise die 
in U^^^j ü^^y an den Distanzkreis gezogenen Tangenten w^', 
U2 selbst. Ihr Durchschnittspunkt Jf ' ist das perspectivische 
Bild vom Halbirungspunkte M der Hauptaxe AB des Quer- 
schnittes, wie aus der Umlegung mit der projicirenden Normal- 
ebene zur Spur 5 in S, (Ä), (B) und (M) bestätigt wird, und 
vom Mittelpunkte der Querschnittscurve, d. h. dem Halbirungs- 
punkte aller durch ihn hindurchgehenden Sehnen; denn M' 
ist der Pol der Fluchtlinie q im Distanzkreise, d. h. für jede 
durch M' gehende Sehne N'P' des Distanzkreises liegt der zu 
JlT conjugirt harmonische Punkt in Bezug auf -JT, P' in der 
Fluchtlinie g'; in der CoUinearfigur selbst und ihrer Orthogonal- 
projection auf die Tafel fiind daher auf der entsprechenden 
durch Pj, Ni gehenden Sehne der unendlich ferne Punkt und 
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Ml harmonisch coiijugirt in Bezug auf P^, N^y d. h. (Art. 6) 
Ml ist die Mitte der von ihnen begrenzten Strecke. Die durch 
den Mittelpunkt gehenden Sehnen heissen Durchmesser des 
Kegelschnitts; die Paare von conjugirten unter ihnen ent- 
sprechen Strahlenpaaren durch M\ von denen jeder durch den 
Pol des andern im Distanzkreise geht; jeder von ihnen ist der 
Ort der Halbirungspunkte der Sehnen, die dem andern parallel 
sind. Dem Distanzkreisdurchmesser von M' und dem zu ihm 
rechtwinkligen Strahl durch M' entsprechen die beiden Axen des 
Kegelschnitts; als die rechtwinklig conjugirten Strahlen; die 
Asymptoten sind wie die w^', %' selbst die sich selbst conjugirten 
Durchmesser; von je zwei conjugirten Durchmessern 
der Hyperbel schneidet sie der eine reell, der andere 
nicht; die Tangenten in den Endpunkten des ersten sind parallel 
dem zweiten, da der Pol einer Sehne durch M' stets auf q liegt 
139. Die Bildkreise der Punkte des Querschnittes be- 
rühren sämmtlich den Distanzkreis und für je zwei von ihnen 
liegt einer ihrer Ähnlichkeitspunkte in der Spur s, weil sie 
zu dem planaren System sq gehören; sie schneiden des- 
halb auch die Spur s desselben unter einem constanten 
Win kel <J, der reell ist, weil für cos 6 «= cotan a wegen a > 45^ 
ein Werth kleiner als Eins erhalten wird. Da die Tangenten 
des Distanzkreises in U^^^ und U^^y zu den Bildkreisen des 
Querschnitts gehören, so ist 6 dem von ihnen mit s gebildeten 
Winkel gleich. In der That ist (Fig. 71) 

cos MCiüi^y = ^ = A|; « II = cotan a 

und für Pq als den Fusspunkt der von P und von P^ auf s 
gefällten Perpendikel also auch 

~ p'p^' 

Für s== 45^ erhält man aus cos = cotan « = y^ 
L M Ci m^y ^ LM'Ci m^y = 450 und somit als Schnitt 
eine Hyperbel mit rechtwinkligen Asymptoten, d. h. eine 
gleichseitige Hyperbel. Die Bildkreise ihrer Punkte 
schneiden die Spur ihrer Ebene unter Winkeln von 45^. 

Denken wir wieder die Bildebene parallel sich selbst 
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so verschoben; dass die Centra aller Bildkreise in ihr un- 
verändert bleiben — beispielsweise gegen das Centrum C hin 
— so vermindert sich der Radius des Distanzkreises um den 
Betrag df^ der Verschiebung, die Fluchtlinie q nähert sich dem 
Hauptpunkte C^ um d^ cotan a, während sich zugleich die Spur 
um denselben Betrag entfernt. Die vorbesprochenen Relatio- 
nen dauern unverändert fort; 

P ^i + do 

fordert wegen P^ Pq -(- e?o cotan a=^ P'P^ cotan a + e?Q cotan « 

nur, dass auch 

P P 

, p, p = cotan a sei. 

Verschiebt man in dieser Weise die Bildebene bis 
^um Centrum, so dass -der neue Distanzkreis der Punkt C^ ist, 
so geht q durch diesen und s ist um den gleichen Betrag 
d cotan cc im gleichen Sinne nach s^ verschoben ; der Radius 
des Bildkreises von P ist P^Ci oder um den Betrag der Distanz 
d gewachsen, der Abstand seines Mittelpunktes von der Spur s^ 
ist PiPq + eZ cotan a und das Verhältniss des letzten zum ersten 
ist nach wie vor gleich cotan a. Die Hyperbel ist also 
der Ort eines Punktes P^, dessen Abstandsverhält- 
niss von einer festen Geraden $^ oder r^ (Fig. 71) und 
von einem festen Punkte C^ gleich einer constanten 
Zahl cotan a ist und zwar, da a ein Winkel ist, der 45^ 
übersteigt, gleich einer Zahl kleiner als Eins. Man nennt ^ 
den festen Punkt C^ den Brennpunkt und die feste Gerade s^ 
die zugehörige Directrix der Hyperbel und pflegt das für 
alle Hyperbelpunkte constante Verhältniss des Abstandes vom 
Brennpunkte zum Abstand von der Directrix, d. h. den reci- 
proken Werth von cotan a, also tan «, als die numerische 
Excentricität der Hyperbel zu bezeichnen; dieselbe ist also 
grösser als Eins; bei der gleichseitigen Hyperbel insbesondere 

gleich )/2 . Bei der Parabel war dasselbe Verhältniss der 

linheit gleich. 

140. Wenn endlich a < 45^ und der Schnitt daher eine 
Ellipse, d. h. ein Kegelschnit ohne reelle unendlich ferne 
Punkte ist, so ändert sich an den vorher erörterten Verhält- 
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nissen nur wenig. Die Fluchtlinie g (Fig. 72, Taf. XII) schnei- 
det den Distanzkreis nicht in reellen Punkten, ihr Pol M! in 
Bezug auf ihn liegt in seinem Innern auf ÄlS ^ sodass jede 
durch ihn gehende Sehne den Kreis in reellen Punkten ^', P' 
schneidet und somit einen reell begrenzten im Mittelpunkte M^ 
halbirten Durchmesser ^\Pi der Ellipse liefert mit Tangenten 
in seinen Endpunkten, welche dem conjugirten Durchmesser 
parallel sind. Die zu g' parallele Sehne des Kreises durch M! 
liefert, weil die Tangenten des Distanzkreises in ihren End- 
punkten sich in J?', dem Punkte von q auf der Hauptaxe ÄIS^ 
oder Ä^B^j schneiden, die Punkte der Ellipse mit zur Hauptaxe 
parallelen Tangenten oder die Endpunkte ihrer Nebenaxe. 
Die Bildkreise aller Punkte berühren den Distanzkreis 
und haben paarweis je einen Ähnlichkeitspunkt in der Spur s 
des planaren Systems*, sie schneiden diese Spur unter 

Constanten nicht reellen Winkeln mit cos 6 == cotan a 

P F 

= J, p , grösser als Eins. Bei der vorher geschilderten Paral- 
lelverschiebung der Tafel geht mit dem Betrag d, wo sie durch 
die Kegelspitze geht, die Spur s in s^ oder die Gegenaxe r^ 
des ursprünglichen CoUineationssystems über; die Ellipse er- 
scheint als Ort eines Punktes, für den der Abstand von 
der Directrix «1 zu dem Abstand vom Brennpunkte C^ 
in dem constanten Verhältnisse cotan (9C steht oder als 
ein Kegelschnitt mit der numerischen Excentricität tan a 
kleiner als Eins. 

Eine Anwendung machen wir auf die Construction 
der Kegelschnitte, welche einen gegebenen Punkt K^ 
zum Brennpunkte haben und durch drei gegebene 
Punkte 1, 2, 3 gehen. Denken wir den Kegelschnitt aus 
einem gleichseitigen Rotationskegel geschnitten, für den K^ 
die Spitze ist, so sind die Bildkreise der drei Punkte 1, 2, 3 
die um sie durch K^ beschriebenen Kreise, und die Gegen- 
axen r^ für die zugehörigen Lagen der Schnittebene die Direc- 
trixen, aber auch zugleich die Ahnliehkeitsaxen dieser drei 
Kreise, weil wir ja wissen, dass je zwei der Bildkreise des 
ebenen Querschnitts in der Spur der Schnittebene einen ihrer 
Ahnlichkeitspunkte haben. Wir sehen daraus, dass dem Pro- 
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blem vier reelle Kegelschnitte entsprechen. Aus der 
Directrix, dem zugehörigen Brennpunkte und einem der ge- 
gebenen Punkte ist dann der Kegelschnitt bequem construir- 
bar. Zwei der gegebenen Punkte können durch Richtungen 
ersetzt werden; auch die Richtung der Axe vertritt einen. 

Wenn nur drei Bild kr eise des K.egelschnitt8 gegeben 
sind^ so ist nun ofiPenbar^ dass seine Bestimmung nichts anderes 
ist als das Problem des Apollonius; jedes der vier den vier 
Ähnlichkeitsaxen zugeordneten Paare ApoUonischer Kreise ist 
Paar der Grundkreise für einen der gesuchten Kegelschnitte; 
alle Tripel aus seinen Bildkreisen liefern dieselben zwei unter 
ihren jeweiligen Apollonischen Kreisen. Man erhält so im 
allgemeinen vier Kegelschnitte durch die Mittelpunkte der 
gegebenen Kreise, welche sich zu zweien in sechs nothwendig 
reellen Punkten schneiden, die die Mittelpunkte von Kreisen 
sind, von denen jeder die vier zugehörigen Apollonischen Kreise 
berührt, etc.; man sieht, dass die acht Centra von diesen sechs- 
mal zu vier in Kegelschnitten liegen, welche in Paaren con- 
focal sind, etc. 

Denken wir jene Bildkreise und die zugehörigen Apollo- 
nischen als Hauptkreise von Kugeln, so haben jene ausser 
diesen noch unzählig viele andere gemeinsame Berührungs- 
kugeln, deren System wir schon in Art. 119 zur Anschau- 
ung gebracht haben; hier ist noch hinzuzufügen, dass ihre 
Centra einen Kegelschnitt in der Normalebene zu der des vorigen 
durch seine Hauptaxe bilden, der dessen Brennpunkte zu seinen 
Scheiteln und dessen Scheitel zu seinen Brennpunkten hat, 
sodass zwischen beiden Kugelsystemen volle Gegenseitigkeit 
besteht, indem jedes Tripel von Kugeln des einen das andere 
zum System seiner Berührungskugeln hat. Sie sind Dupin- 
sche Kugelschaaren und von den beiden Kegelschnitten 
ist der eine eine Ellipse und der andere eine Hyperbel, oder 
beide sind gleiche Parabeln. Für ihre weitere Besprechung 
haben wir nicht Raum. 

141. In allen Fällen lehrt die Construction, dass der 
Satz vom Kreise über die Gleichheit der Strahlenbüschel, welche 
die Schnittpunkte der Lagen einer beweglichen Tangente mit 
einer ersten und mit einer zweiten festen Tangente mit dem 
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Mittelpunkte verbinden^ sich unverändert auf die Kegelschnitte 
und ihren Brennpunkt überträgt, und da die Directrix die 
Gegenaxer^ der Collineation zwischen Kreis und Kegelschnitt 
ist, die der unendlich fernen Geraden der Kreisebene 
entspricht, so geht insbesondere der Satz, dass das Stück einer 
Tangente Yom Berührungspunkte bis zum Schnitt mit der zu 
ihr parallelen Tangente des Kreises vom Mittelpunkte unter 
rechtem Winkel erscheint, in den für alle Kegelschnitte gelten- 
den über: Das Stück PiRi der Tangente vom* Berüh- 
rungspunkte bis zum Schnittpunkte mit seiner Di- 
rectrix erscheint vom zugehörigen Brennpunkte aus 
gesehen unter rechtem Winkel (Fig. 72). Auch andere 
Sätze vom Kreise erlauben ähnliche Übertragungen. 

Ebenso erhält man den Satz: Der Schnittpunkt 1\ 
der Tangente in einem Punkte P^ des Kegelschnitts 
mit der Tangente in einem Scheitel A^ ist die Mitte 
des Abschnittes zwischen ihrem Scheitel und ihrem 
Schnittpunkte U^ mit der Geraden vom Berührungs- 
punkte Pj nach dem andern Scheitel B^ (Fig. 72). Er 
folgt aus der Centralcollineation des Kreises, wo AT ==^ TU' 
ist, weil J.'r = TF. Zieht man dann I\Pi und .die Paral- 
lele zu den Scheiteltangenten aus Pj, welche sich in B schnei- 
den, so müssen wegen Ä^ 2\ = I\ CTj als Projectionen von 
BPi die Geraden A^B und T^Pi in der Tangente im Scheitel B^ 
convergiren. Der Satz gilt auch bei der Hyperbel und er gilt für 
jeden schneidenden'Durchmesser und die Tangente im Endpunkte. 
In der letzten Bemerkung und durch Anwendung der Centralpro- 
jection auf die entsprechende Figur hat man den weiteren Satz: 
In dem Dreieck aus drei Tangenten eines Kegel- 
schnittes gehen dieEcktransversalen derBerührungs- 
punkte durch einen Punkt. 

Siud J-i, B^f Cj, Dj die Schnittpunkte von vier Lagen 
a, 6, c, d einer beweglichen Tangente mit einer ersten t^, und 
-^2, jBj, Ca, D2 die derselben vier Lagen mit einer zweiten 
festen Tangente t^, so ist beim Kreise in Folge der Gleichheit 
der vorher betrachteten Büschel das Doppelverhältniss' der 
vier ersten Punkte dem gleichgebildeten Doppelverhältniss 
der vier letzten gleich, und weil Doppelverhältnissgleichheiten 
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durch Centralprojection nicht gestört werden, so gilt dies auch 
für alle Kegelschnitte. Wenn man dabei aus der An- 
schauung der Bewegung der Tangente und ihrer Schnittpunkte 
bis zum Zusammenfallen mit jeder der festen Tangenten be- 
merkt, dass dem Schnittpunkte der festen Tangenten Oj, P^ 
die Berührungspunkte derselben mit dem Kegelschnitt ent- 
sprechen, O2 auf ^2 ^^<^ ^1 ^^f ^1? ^^ erhält man bei der 
Ellipse und Hyperbel für zwei parallele Tangenten t^ und ^ 
(die Parabel hat solche nicht) mit den Berührungspunkten P^, 
O2 (entsprechend ihrem unendlich fernen Schnittpunkt P^yO^ 
und den Schnittpunkten A^j A^ und B^^^ B^ zweier Lagen a, 6 
einer beweglichen Tangente in ihr 

oder wegen der Gleichheit des ersten und vierten Bruches 
mit der Einheit 

B,P,B,0, = Ä,0,A,P,, 

welches constante Product insbesondere bei der Ellipse für 
die der Berührungssehne P^O^ der festen Tangenten parallelen 
Lagen der beweglichen in das Quadrat des Halbdurch- 
messers ihrer Berührungspunkte übergeht. Man erhält daraus 
femer speciell bei der Hyperbel für die Asymptoten als die 
festen Tangenten, da dann der Mittelpunkt Jüf jden unendlich 
fernen Punkten der Asymptoten entspricht, für A^j Al^ und 
j?i, jBg *ls Schnittpunkte von zwei Lagen 0,6 der beweglichen 
Tangente mit der ersten und zweiten Asymptote 

MA^ . MA^ = MB^ . MB^ 

dieConstanzdesBechteckes aus den durch die Tangente 
in den Asymptoten gebildeten Abschnitten; das Ana- 
logon eines Satzes über die Punkte der Hyperbel, den wir auf 
anderem Wege in Art. 66 schon gefunden und benutzt haben. 
142. Wir können nun wie in Art. 84 die Kreise unserer 
Figuren als Hauptkreise von Kugeln betrachten und die ganze 
Figur um die Centrale G^S drehen bis zur Rückkehr in die 
ursprungliche Lage und erhalten dadurch die centrische CoUi- 
neation der Kugel aus dem Distanzkreise mit der durch den 
Kegelschnitt erzeugten Rotationsfläche zweiten Grades 
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und ihren Zusammenhang mit den aus den Bildkreisen seiner 
Punkte entstandenen Kugeln. Man nennt die durch Rotation 
der Parahel, Hyperbel, Ellipse resp. um ihre Brennpunkts- 
axe entstehenden Flächen das Botationsparaboloid, das 
zweifache Rotationshyperboloid und das verlängerte 
oder eiförmige Rotationsellipsoid. Sie sind die centrisch 
coUinearen Modelle von Kugeln für den Mittelpunkt als Colli- 
neationscentrum, eine beliebige Ebene als CoUineationsebene 
und eine dazu parallele Ebene, welche die Kugel resp. be- 
rührt, schneidet, nicht reell trifft, als Gegenebene im System 
des Originals oder der Kugel. (Art. 113.) 

Sie sind deshalb auch die Orte von Punkten, deren Ab- 
standsverhältnisse von einem festen Punkte und einer festen 
Ebene— dem Brennpunkte und der Dir ectrixebene— unver- 
änderlich sind, oder Orter mit einer numerischen Excen- 
tricität, die für das Paraboloid gleich Eins, für das Hyper- 
boloid grösser und für das EUipsoid kleiner ist als Eins; dem 
speciellen Werthe |/2 entspricht das gleichseitige zweifache Ro- 
tationshyperboloid, dejn Werthe Null die Kugel für imendlich 
ferne Directrixebene. Die Directrixebene ist die Polar- 
ebene des Brennpunktes, wie die Directrix im Kegelschnitt 
die Polarlinie desselben. 

Dieselben Flächen sind endlich dieOrtederCentra von 
Kugeln, welche eine gegebene Kugel berühren und eine 
fe^te Ebene gleichzeitig entweder auch berühren wie 
beim Rotationsparaboloid, oder unter einem festen reellen 
oder nicht reellen Winkel schneiden, wie resp. beim Rota- 
tions-Hyperboloid und -EUipsoid; die Ebenen des Asymptoten- 
kegels beim Hyperboloid schneiden die feste Ebene unter dem- 
selben reellen Winkel, den alle Bildkugeln mit ihr machen. Irgend 
zwei dieser Kugeln haben einen ihrer Ahnlichkeitspunkte in 
dieser Ebene; die feste Kugel kann durch einen Punkt er- 
setzt werden, den die bewegliche stets enthält, die feste Ebene 
ist dann die Directrixebene desselben als Brennpunkt. 

Was in den vorigen Art. von dem Mittelpunkte und den 
Durchmessern des Kegelschnitts gefunden ist, geht über auf 
Mittelpunkt, Durchmesser und Diametralebenen der entstan- 
denen Fläche zweiten Grades, in der Analogie zur Kugel, als 
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bei welcher jedem Durchmesser die zu ihm normale Diame- 
tralebene conjugirt ist als Ort der zu ihm in allen durch ihn 
gehenden Querschnitten conjugirten Durchmesser. Man kann 
leicht erkennen, welches der Ausdruck der sonst erwähnten 
Eigenschaften der Kegelschnitte in Beziehung auf die 
betrachteten Rotationsflächen zweiten Grades ist. Weil 
in jeder Ebene durch das Centrum centrische Collineation 
stattfindet, so erhellt, dass jeder Querschnitt der Rotations- 
fläche zweiten Grades durch den Brennpunkt ein Kegelschnitt 
ist, der diesen Punkt zum Brennpunkte und den Schnitt mit 
der Directrixebene zur Directrix hat. Weil für die Kugel jede 
Gerade auf der Diametralebene nach ihrer Polargeraden recht- 
winklig ist, so gilt dies auch für die Ebenen, welche eine Gerade 
und ihre Polargerade in Bezug auf eine Rotationsfläche zweiten 
Grades mit dem Brennpunkte derselben verbinden, und jede Ebene 
durch den Brennpunkt ist normal zum Radiusvector ihres Pols. 
Weil bei der Kugel jede Ebene normal ist zum Durchmesser ihres 
Pols, so ist bei einer Rotationsfläche zweiten Grades mit zwei 
Brennpunkten (Art. 152} dieEKene, welche den Brennpunkt mit 
der Schnittlinie der Directrixebene mit einer beliebigen Ebene 
verbindet, rechtwinklig zu dem Strahl vom Brennpunkte nach 
dem Pol dieser Ebene. Und weil jeder Querschnitt der Kugel 
vom Centrum aus durch einen geraden Kegel projicirt wird, 
der den Durchmesser nach seinem Pol zur Axe hat, so gilt 
dies für jeden ebenen Querschnitt der Rotationsfläche zweiten 
Grades far den projieirenden Kegel aus dem Brennpunkte; u. s.w. 
Offenbar ergiebt sich daraus auch die Construction einer 
Rotationsfläche zweiten Grades aus dem Brennpunkte 
und vier Punkten ihrer Oberfläche; die um diese und durch 
•jenen beschriebenen Kugeln haben zu ihren Ahnlichkeitsebenen 
(Art. 116) die zugehörigen Directrixebenen; u. s. w. Die Con- 
struction der Fläche aus vier gegebenen aus dem zweifach 
unendlichen System ihrer Bildkugeln ist die Construction der 
Paare ihrer gemeinsamen Berührenden aus Punkten der Perpen- . 
dikel von ihrem Potenzcentrum auf ihre Ahnlichkeitsebenen; 
jedes dieser Paare bestimmt mit den gegebenen ein System 
zweiter Stufe und zweiten Grades von Kugeln, deren Centra eine 
Rotationsfläche zweiten Grades durch die Centra der gegebenen 
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Kugeln erfüllen, die jenes berührende Paar zu Grundkugeln 
hat; solcher Systeme giebt es acht, den acht Ähnlichkeits- 
ebenen entsprechend; die Dupin'schen Kugelreihen, die 
aus den vier Tripeln der gegebenen Kugeln als Gesammtheiten 
der von der gleichen zweiten Reihe berührten Kugeln erhalten 
werden (Art. 119), sind in ihnen enthalten; etc. 

143, Wir bemerken nun, dass der projicirende Kegel 
über dem Distanzkreise im Allgemeinen nicht der ein- 
zige gleichseitige Rotationskegel mit zur Tafel nor- 
maler Axe ist, der durch den Querschnitt in der Ebene 
sg' hindurchgeht. Denn sein Basisdurchmesser AB' wird 
durch die von {Ä) und (2f) ausgehenden zu ÄS unter 45^ 
geneigten Geraden in der zur Spur normalen Geraden A^B^ 
bestimmt, während sich zugleich die Umlegung seiner Spitze 
(C) oder 6 als der Schnittpunkt derselben unter einander ergiebt 
(Fig. 73). Man erhält also durch das zweite Paar von solchen 
45® Linien durch {Ä) und {JS) einen zweiten Basiskreisdurch- 
messer 31' 83' und eine zweite ümlegung einer zugehörigen 
Kegelspitze ß. Augenscheinlich schliesst sich dabei der Fall 
der Parabel aus; die Ebene der Parabel selbst ist der eine 
der gesuchten gleichseitigen Rotationskegel, die durch sie gehen. 
Andernfalls kann die Durchdringung beider Kegel wegen der 
Gemeinsamkeit ihres unendlich fernen Querschnitts nur eine 
ebene Curve sein und nach der Symmetrie der Kegelflächen 
selbst gegen die Ebene ihrer Axen muss es der Querschnitt 
in der durch {Ä) und (JS) gehenden Normalebene zu dieser 
sein, d. h. der vorher betrachtete ebene Querschnitt. 

Man sieht unmittelbar, dass M\ das perspectivische Bild 
des Mittelpunktes, als in der Geraden (S^^ gelegen, ein Ähn- 
lichkeitspunkt (im Falle der Fig. 73 der äussere) der beiden 
Grundkreise ist, und dass derselbe dem Mittelpunkt M^ der 
Orthogonalprojection auf die Tafel sowohl in der Gollineation 
des ebenen Querschnittes mit dem Distanzkreise als mit dem 
neuen Basiskreise entsprechen muss; CoUineationen, für welche 
beide die Spur $, zugleich die Potenzlinie der Basiskreise, die 
Axe ist, von denen aber die erste Cj, die zweite Ä^, die 
Centra der beiden Grundkreise, zum Centrum hat, indess ihre 
Gegenaxen g' durch die von C und K resp. ausgehenden Pa- 
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rallelebenen zur Schnittebene aus der Tafel geschnitten werden, 
die wir also durch die Parallelen Yon S und £ zu (Ä){B) 
mittelst ihrer Hauptpunkte He und Hk in. CiKi bestimmen. 
Die Gegenaxen rc und r^ werden gefunden als Parallelen zu 
s durch die Punkte, in denen (Ä){B) von den durch 6 resp. 
^ gehenden Parallelen zu C^K^ geschnitten wird. Sowohl 
für (7i , 5; Qc, Tc den Distanzkreis O und den Ort der Punkte Pj , als 
auch für K^, 5, q/, r* und den Ereis K und diesen Ort der P^ 
gelten alle vorher entwickelten Betrachtungen. Insbesondere 
sind Ci und J^^ Brennpunkte und die zugehörigen Gegenaxen 
rc und Tk die ihnen entsprechenden Directrixen des Kegel- 
schnitts; die numerische Excentricität ist für beide Paare 
dieselbe, nämlich die trigonometrische Tangente des Neigungs- 
winkels a der Schnittebene zur TafeL 

144, Wir müssen den Kegelschnitt nun aber auch 
als die Durchdringung der beiden gleichseitigen 
Rotationskegel C und K behandeln, für welche jeder der 
beiden Kreise — wir bezeichnen den gewählten als Kreis C 
und als Distanzkreis ^ so dass der gleichnamige Kegel pro- 
jicirend ist — als gemeinsame Fluchtlinie und als Spur des 
einen, der andere als Spur des anderen betrachtet werden 
darf. Die darstellende Geometrie construirt die Durchdringung 
beider Kegel mittelst Hilfsebenen durch die Verbindungslinie 
beider Spitzen; also da der Ahnlichkeitspunkt M' beider Kreise 
der Durchstosspunkt dieser Verbindungslinie in der Tafel ist, 
mittelst Ebenen, welche zu ihren Spuren in der Tafel, die 
die Kreise treffen, die Ahnlichkeitsstrahlen derselben aus M ' 
haben. Die in der Ähnlichkeit nicht entsprechenden Schnitt- 
punkte eines solchen Ahnlichkeitsstrahles mit den Kreisen liefern 
mit den Spitzen der betreffenden Kegel verbunden schneidende 
Mantellinien und somit für jede Hilfsebene zwei Punkte der 
Durchdringung wie Pj , N^ in Fig. 74. Da C^ und K^ die Ortho- 
gonalprojectionen von C und K auf die Tafel sind, so sind die 
nach jenen Schnittpunkten mit^dem Ahnlichkeitsstrahl gehen- 
den Radien die Orthogonalprojectionen dieser Mantellinien, 
und die Schnittpunkte der nicht parallelen unter ihnen un- 
mittelbar die zugehörigen Punkte P^ ; die Bildkreise der Punkte 
P aber die um die Pj durch die Durchstosspunkte der zu- 



Breonpuiiktseigenschafbeii der Kegelschnitte. 144. 199 

gehörigen Mantelliuien beschriebenen^ also auch die Kreise 
O und^K in ihnen berührenden Kreise (Fig. 74). Der Kegel- 
schnitt der Punkte P^ ist also der Ort des Centrums 
für einen beweglichen Kreis, der zwei feste um die 
Brennpunkte als Centra beschriebene Kreise zu- 
gleich berührt; ist der Durchstosspunkt der Verbindungs- 
linie der Spitzen der äussere Ahnlichkeitspunkt beider Kreise, 
so ist die Berührung jedes Bildkreises mit beiden Grund- 
kreisen gleichartig, d. h. für beide ausschliessend oder ein- 
schliessend; ist dagegen jener Durchstosspunkt der innere 
Ahnlichkeitspunkt der Kreise, so sind diese zwei Berührungen 
immer von entgegengesetzter Art. 

Man hat also für den Punkt P^ der Figur, also im Fall 
der hyperbolischen Durchdringung, für J?c und JB* als die 
Berührungspunkte seines Bildkreises mit den Grundkreisen 
C und K 

P,C, = PiJSc + BcCi, P,K, = P,B, + JJ^iTi, 

also durch Subtraction 

P,G, - P,K, = BcCi - B,Ki, 

oder die Differenz der Entfernungen des Hyperbel- 
pünktes P^ von den Brennpunkten C^ und K^ ist con- 
stant und der Radiendifferenz der Grundkreise gleich. 
Wegen der Symmetrie der Scheitel J-^, B^ zu den Brenn- 
punkten Gl und K^ folgt auch für 

A^C^ - A^K,, d. h. A^G^ + G^B, der Werth A^B^, 

d. h. die Hauptaxe zwischen den Scheiteln ist der- 
selben Differenz gleich. 

Im Falle der elliptischen Durchdringung dagegen, d. h. 
für schneidende Grundkreise ^ wenn der innere Ahnlichkeits- 
punkt derselben der Durchstosspunkt der Verbindungslinie 
der Spitzen ist und somit die Berührungen eines Bildkreises 
mit den beiden Grundkreisen von entgegengesetzter Art sind, 
erhält man ebenso für die Punkte der Curve das Gesetz, 
dass die Summe der Entfernungen des Ellipsen- 
punktes von den Brennpunkten constant und gleich 
der Länge der Hauptaxe zwischen den Scheiteln ist. 
Im Fall der Parabel ist der zweite Brennpunkt als Mittel- 
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punkt einer als Kreis zu betrachtenden Geraden im Endlichen 
unendlich fern und Differenz sowohl als Summe ebenso wie die 
Länge der Hauptaxe unendlich gross. 

145. Die zum Punkte P^ gehörige Tangente t^ des Kegel- 
schnitts (Fig. 74) erhält man durch die Angabe ihres Durch- 
stosspunktes St als des Schnittpunktes der Spuren der Tan- 
gentialebenen . der Kegel nach den Mantellinien ^ die sich in 
Pi schneiden. Offenbar liegen diese Durchstosspunkte sämmt- 
lich in der Spur s der Ebene. Sind Bc und Bk jene Durch- 
stosspunkte der Mantellinien und ist St der Durchschnitt der 
zugehörigen Tangenten der Kreise C und K, so sind BcPi 
und BkPi einander gleich als Radien des Bildkreises um P^ 
und wiederum StBc und StBjt als die zugehörigen Tangenten 
aus einem Punkte der Potenzlinie der Kreise; somit ist P^St 
als Verbindungslinie der Spitzen von zwei gleichschenkligen 
Dreiecken über derselben Basis in ihm rechtwinklig zu den 
bei der Construction benutzten Ahnlichkeitsstrahl. Und da 
BcPi und BkPi die Brennstrahlen oder Radienvectoren des 
Punktes P^ sind, so halbirt die Tangente des Kegel- 
schnittes den Winkel zwischen den Brennstrahlen 
ihres Berührungspunktes. Und zugleich erhellt, dass 
der orthogonalsymmetrische Kn* des einen Brenn- 
punktes K^ in Bezug auf eine Tangente, weil er vom 
Berührungspunkte ebensoweit und in der geraden Linie nach 
dem andern Brennpunkte entfernt ist, wie dieser vom ersten 
Brennpunkte, immer in der Peripherie eines Kreises liegt, 
der mit der Länge der Hauptaxe als Radius von dem 
anderen Brennpunkte Q aus beschrieben wird. Endlich 
sieht man, dass die Fusspunkte Cit der Perpendikel, 
die man von den Brennpunkten auf die Tangenten 
eines Kegelschnittes fällt, in dem über der Haupt- 
axe als Durchmesser beschriebenen Kreise liegen. 

Diese Sätze bieten bequeme Mittel zur Bestimmung der 
Kegelschnitte- aus einem Brennpunkte und dreiTangenten 
etc.; denn die orthogonalsymmetrischen des gegebenen Brenn- 
punktes in Bezug auf diese Tangenten sind drei Punkte des 
Kreises, der um den andern Brennpunkt mit der Hauptaxe als 
Radius beschrieben wird. Offenbar wirkt dabei die Angabe des 
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Berührungspunktes auf einer Tangente wie eine zweite (mit 
der ersten zusammenfallende) Tangente^ weil die Gerade vom 
Berührungspunkte nach dem orthogonalsymmetrischen des 
ersten Brennpunktes ein Strahl nach dem zweiten Brennpunkte 
ist. Mit beiden Brennpunkten reicht eine Tangente zur Be- 
stimmung aus. 

Als Berührungskreis der Grundkreise in nicht entsprechen- 
den Punkten eines Ahnlichkeitsstrahls ist nach Art. 77 jeder 
Bildkreis ein in der Abbildung nach reciproken Ra- 
dien sich selbst entsprechender Kreis, wenn der bei 
unserer Construction benutzte Ahnlichkeitspunkt das Centrum 
der reciproken Radien und der zugehörige Potenzkreis der 
beiden Grundkreise der Directrix- oder Symmetrie-Kreis der 
Abbildung ist, so dass die Grundkreise in derselben einander 
als Bild und Original entsprechen. Er ist daher auch zu 
diesem Potenzkreise stets orthogonal, wenn derselbe 
der Directrixkreis, und er schneidet ihn diametral, 
wenn er ein Symmetriekreis ist. Wir werden weiterhin 
wieder auf die stereometrische Bedeutung dieser Relationen 
zurückkommen. (Vergl. Art. 153.) 

146. Jede Hilfsebene liefert zwei Punkte P^, N^ mit pa- 
rallelen Tangenten, also in den Enden eines Durchmessers; 
denn ihre Spur ist ein Ahnlichkeitsstrahl und der Ahnlich- 
keitspunkt M' der Pol der Fluchtlinie qc im Kreise O so- 
wohl als auch der Pol der Fluchtlinie qk im Kreise K. (Vergl. 
Art. 81 f.) Der harmonischen Trennung der Schnittpunkte des- 
selben mit den Kreisen durch diese Gegenaxen entspricht (Art. 6) 
die Halbirung der Verbindungslinie der entsprechenden Punkte 
iVj, Pj im Kegelschnitt; dem Schnitt der zugehörigen Tan- 
gentenpaare auf qo resp. qt entspricht der Parallelismus 
der entsprechenden Tangenten des Kegelschnittes. (In Fig. 74 
sind die q und r nicht eingezeichnet; vergl. Art. 143.) Wenn 
der Kegelschnitt eine Hyperbel ist, so giebt es zwei Grenz- 
lagen der Hilfsebenen mit den vom Ahnlichkeitspunkte M 
ausgehenden gemeinsamen Tangenten der beiden Grundkreise 
als Spuren; da in diesem Falle die zugehörigen nicht paral- 
lelen Radien der Grundkreise mit den parallelen zusammen- 
fallen, so sind die zugehörigen Punkte des Kegelschnittes 
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unendlich fern; und die entsprechenden Tangenten oder die 
Asymptoten des Kegelschnittes sind die zu diesen äussersten 
Ähnlichkeitsstrahlen in ihren Schnittpunkten mit der Spur 
errichteten Perpendikel; .dieselben schneiden sich im Mittel- 
punkte des Kegelschnitts und sind seine sich selbst con- 
jugirten Durchmesser (Art. 138), da die Ähnlichkeits- 
strahlen sich wie dort — nur jetzt fiir beide Kreise — in 
conjugirte Paare theilen, von denen jeder den Pol des andern 
enthält. Jene Grenzlagen oder die gemeinsamen Tangenten 
der Grundkreise selbst sind die Bildkreise der unendlich fernen 
Punkte und nach Art. 139 ist der Winkel, unter welchem sie 
die Spur s durchschneiden, derselbe Winkel 6, unter dem 
diese von allen anderen Bildkreisen geschnitten werden muss, 
der Winkel der Asymptoten mit s also sein Complement. Da 
zwei gerade Linien stets reelle Winkel bilden, während im 
Falle des elliptischen Schnittes 6 nicht reell sein kann wegen 
cos 6 = cotaü a und a < 45^, so hat der elliptische 
Schnitt keine reellen Asymptoten. Dem Falle der Pa- 
rabel entspricht die unendlich ferne Gerade als Vereinigung 
der Asymptoten, und der Winkel 6 ist gleich Null. 

Natürlich liegt auch für je zwei Bildkreise ein Ahnlich- 
keitspunkt in der Spur — aber wir wiederholen hier nicht 
weiter, was in Art. 138 schon begründet ist und hier nicht 
wenigstens eine neue Bedeutung empfängt. 

147. Die Parallelverschiebung der Tafel wie in 
Art. 136 etc., bei welcher die Schnittpunkte C^ und K^ mit 
den Kegelaxen in derselben ihre Stelle behalten, ändert die 
Radien beider Grundkreise um den Betrag der Verschiebung 
und zwar bei Benutzung des äusseren Ahnlichkeitspunktes in 
gleichzeitiger Zunahme oder Abnahme; bei Benutzung des 
inneren Ahnlichkeitspunktes aber so, dass der Radius des 
einen um diesen Betrag wächst, während gleichzeitig der 
Radius des andern um denselben Betrag abnimmt. Wir wissen 
schon, dass der Kegelschnitt der Punkte P^ sich dabei nicht 
ändert und finden dafür hier die Bestätigung in dcor Form, 
dass die Hauptaxenlänge unverändert bleibt, die im ersteu 
Fall der Differenz und im zweiten der Summe der Radien 
der Grundkreise gleich ist. 
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Wir wissen aus Art. 139, wie bei dieser Verschiebung 
die s, q und r^ sich ändern und haben die dort entwickelten 
Regeln nur auf j/ und s ehenso wie auf qk und s anzuwenden. 
Die Bildkreise der Punkte P^ des Kegelschnittes verändern 
ihre Radien um den gleichen Betrag und jeder von ihnen 
ändert mit dem Durchgange der Tafel durch den zugehörigen 
Punkt P also mit dem Durchgange seines Radius durch den 
NuUwerth den Drehungssinn; es ist klar, dass dieser Über- 
gang immer in zwei zur Hauptaxe symmetrischen Punkten 
des Kegelschnittes zugleich stattfindet und dass sich die zu- 
gehörigen Grundkreise dann in diesen zwei Punkten schneiden. 
Man sieht daraus, dass ein Kegelschnitt auch unendlich 
viele Paare von Grundkreisen hat, welche sich in 
Paaren seiner Punkte schneiden, und dass dieselben 
cpnstante Differenz resp. constante Summe der Ra- 
dien besitzen, jenachdem er Hyperbel oder Ellipse ist 
— die Construction des Kegelschnitts mit endlich entferntem 
Mittelpunkte aus den beiden Brennpunkten und der Länge der 
Hauptaxe oder aus den Brennpunkten und einem Peripherie- 
punkte, man erhält im letzten Falle zwei sich in diesem recht- 
winklig schneidende confocale Kegelschnitte (Art. 149), den 
einen für den äusseren und den andern für den inneren 
Ähnlichkeitspunkt der Grundkreise. Unter den sich nicht 
schneidenden Paaren der Grundkreise sind immer zwei, in 
denen der eine derselben den Radius Null hat, denjenigen 
Lagen der Bildebene entsprechend, wo dieselbe durch eine 
der beiden Kegelspitzen hindurchgeht, der andere Grundkreis 
hat dann die Hauptaxenlänge zum Radius. 

Offenbar ist dann der punktförmige Grundkreis zugleich 
der innere und der äussere Ahnlichkeitspunkt beider Grund- 
kreise und es wird nur ein Kegelschnitt erzeugt — stereo- 
metrisch, weil der eine der sich durchdringenden Kegel mit 
sich selbst symmetrisch ist zur Tafel, zwei zu ihr symmetrische 
Kegelschnitte, welche ein gemeinsames Bildkreissystem be- 
sitzen, die Gesammtheit der Kreise, die durch einen festen 
Punkt gehen und einen festen Kreis berühren. Der Kegel- 
schnitt ist eine Ellipse, wenn der Punkt im Innern des Kreises 
liegt, und eine Hyperbel, wenn er ausserhalb liegt. Ist die 
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Mitte zwischen dem Centrum des Kreises und diesem Punkte 
der Anfangspunkt rechtwinkliger CoordinateU; ist 2 a der 
Radius des Kreises und c die Abscisse seines Mittelpunktes, 
so hat man für die sich durchdringenden Kegel die Gleichungen 
(Art. 95) 

{x + cy +y^ = (2a + ^y und (x — cf + j/' = z^', 

aus ihnen folgt durch Subtraction ex =^ az •\' a^ und durch 
Einführung des daraus entspringenden Werthes von z die 
Gleichung des Kegelschnittes in der Form 

^{a'-(?) + a^y^^a\a'-(^) oder |; + ^,= 1, 

Ellipse oder Hyperbel, jenachdem c^a ist und die doppelt 

zählende Axe der x für c = a; für c = a y^ die gleichseitige 
Hyperbel (Art. 139). Sollten beide Grundkreise zugleich zu 
Punkten werden, so müssen sie gleiche Radien und einerlei 
Drehungssinn haben oder die Construction für ihren äusseren 
Ahnlichkeitspunkt geschehen-, man erhält als Grenzfall der 
Hyperbel (zugleich als Vereinigung der Gegenaxen Vc und r* 
etc.) die senkrechte Halbirungslinie ihrer Centraldistanz. 

148. Hiernach lassen sich die verschiedenen Haupt- 
fälle leicht übersehen, die bei zwei endlichen Grund- 
kreisen eintreten köimen. 

Die beiden Grundkreise liegen entweder ausser einander, 
oder sie schneiden sich in zwei Punkten, oder der eine um- 
schliesst den andern; Ziwischen dem ersten und zweiten Falle 
bildet die ausschliessende Berührung der Grundkreise, zwischen 
dem zweiten und dritten die umschliessende den Übergangsfall. 

Die Grundkreise können immer als Basiskreise von gleich- 
seitigen Rotationskegeln sowohl mit den Spitzen auf einerlei 
Seite der Tafel oder für den äusseren Ähnlichkeitspunkt als 
Durchstösspunkt ihrer Verbindungslinie, wie auch mit den 
Spitzen auf verschiedenen Seiten der Tafel oder für den in- 
neren Ahnlichkeitspunkt als solchen Durchstösspunkt be- 
trachtet werden; dieselben Kreise liefern jenachdem zwei 
verschiedene Durchdringungskegelschnitte, deren Ortho- 
gonalprojectionen auf die Tafel dieselben Brennpunkte haben 
und die daher confocal oder biconfocal genannt werden. 
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Bei ausser einander liegenden Grundkreisen er- 
halten wir sowohl für den äusseren als flir den inneren Ahn- 
lichkeitspnnkt als Durchstosspunkt der Verbindungslinie der 
Spitzen oder für die Spitzen der Kegel auf derselben Seite 
und fär die auf verschiedenen Seiten der Tafel eine Hyperbel; 
für den äusseren Ahnlichkeitspunkt ist die Hauptaxenlänge 
derselben der Differenz und für den inneren der Summe der 
Grundkreisradien gleich. Wären insbesondere die Badien 
gleich^ so geht die erste Hyperbel in die doppelt zählende 
Potenzlinie der Grundkreise über; zwei beliebige zu einer 
Geraden symmetrische Punkte können als Brennpunkte der- 
selben als Hyperbel angesehen werden. Ihre Bildkreise sind 
die aus den Punkten dieser Geraden beschriebenen Kreise, 
welche die beiden Grundkreise auf gleiche Art berühren. Da 
die Durchdringung selbst eine gleichseitige Hyperbel mit zur 
Tafel normaler Hauptaxe in der bezüglichen Normalebene zur 
Bildebene ist, so können wir die Gesammtheit der Bildkreise 
als ein Büschel von Kreisen mit zwei gleichen Grund- 
kreisen anstatt mit zwei Grundpunkten bezeichnen; für die 
Beziehung auf die Horizontalebene durch beide Spitzen kommt 
man auf das Büschel mit Grundpunkten zurück. Die andere 
Hyperbel hat den Durchmesser der Kreise zur Länge ihrer 
Hauptaxe und dieselben Punkte zu Brennpunkten. 

Wenn einer der Grundkreise den andern um- 
schliesst (Tafel XHI, Fig. 76), so erhält man für beide Ähnlich- 
keitspunkte, den der directen Ähnlichkeit M! oder den äusseren 
wie den der inversen oder den inneren ilf'* Ellipsen, resp. 
von der Radiendifferenz ^^jB^ oder Radiensumme A^B^* als 
Länge der Hauptaxe. Gleichheit der Radien ist unmöglich. Der 
hierhergehörige Fall concentrischer Grundkreise (Fig. 77) 
liefert für den gemeinsamen Mittelpunkt als directen oder 
inversen Ähnlichkeitspunkt zwei Kreise um denselben Mittel- 
punkt, deren Durchmesser resp. gleich der Radiendifferenz 
oder der Radiensumme der Grundkreise sind. Ihre Bildkreis- 
Systeme sind Systeme gleicher Kreise, die die endlich ferne 
Spur der Ebene der Durchdringung unter gleichen Winkeln 
6 von unendlich grossem Cosinus schneiden; auch ihre Durch- 
messer -^jBi, A{^Bi* sind dieser halben Differenz resp. Summe 
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gleich. In allen bis jetzt erwähnten Fällen schneiden sich die 
beiden entstehenden Kegelschnitte nicht: Gonfocale Kegel- 
schnitte Yon einerlei Art schneiden einander nicht. 

149. Wenn die Grundkreise sich schneiden, so ent- 
springt der Benutzung des äusseren Ähnlichkeitspunktes M! eine 
Hyperbel von der Differenz der Radien als Hauptaxenlänge 
A^B^j derjenigen des inneren Jfcf'* (der Buchstabe ist in der 
Figur nicht eingetragen) eine Ellipse von der Summe der 
Radien A*JBi* als solcher (Tafel XII, E*D*, Fig. 75, als der 
zu Ci-Ki normalen Sehne durch M*' entsprechend in beiden 
Kreisen, ist Nebenaxe; sonst sind die Spur s und die Asymp- 
toten der Hyperbel eingetragen.) Für gleiche Radien erscheint 
mit dem äusseren Ahnlichkeitspunkte wieder die Potenzlinie 
in der vorher schon erörterten Bedeutung, nur mit dem Unter- 
schiede, dass die gleichseitige Hyperbel des Büschels mit zwei 
gleichen Grundkreisen jetzt von der Tafel in reellen Punkten 
geschnitten wird; der innere Potenzkreis der Grundkreise oder 
der kleinste durch diese Punkte gehende Kreis ist daher nach 
Art. 98 ein reeller Grundkreis gleichwinkligen imaginären 
Schnittes mit allen diesen Bildkreisen, indess er im vorigen 
Falle ein nicht reeller Grundkreis oder Svmmetriekreis solchen 
Schnittes ist. (Vergl. Art. 160 f.) 

Weil die flach einem Schnittpunkte der Grundkreise gehen- 
den Ahnlichkeitsstrahlen zu einander rechtwinklig sind — in 
Folge der Angehörigkeit des Ahnlichkeitskreises der Grund- 
kreise zu dem durch dieselbe bestimmten Büschel (Art. 65) 
— so sind es auch ihre Normalen in diesen Punkten, oder 
die beiden aus schneidenden Grundkreisen für den äusseren 
und den inneren Ahnlichkeitspunkt erzeugten Kegelschnitte 
schneiden sich orthogonal: Gonfocale Kegelschnitte von 
verschiedener Art schneiden sich stets und zwar 
unter rechten Winkeln. Man sieht, dass confocale Pa- 
rabeln von gleicher oder von verschiedener Art heissen 
müssen, jenachdem ihre Öffnungen nach einerlei Seite oder 
auch verschiedenen Seiten gehen. (Vergl. Art. 135.) 

In denGrenzf allen haben wir bei dem ersten oder demFall 
der ausschliessenden Berührung der Grundkreise (Fig. 78) 
für den äusseren Ahnlichkeitspunkt eine Hyperbel mit der 
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Radiendifferenz als Länge der Hauptaxe; für den inneren 
Ahnlichkeitspunkt oder den Berührungspunkt die Centrale 
mit den Mittelpunkten der Grundkreise, eine Hyperbel oder 
Ellipse — das letztere als Grenzfall der sich schneidenden 
Grundkreise — mit der Radiensumme, bei der die Brennpunkte 
mit den Scheiteln zusammenfallen; die Kegel durchdringen 
sich und berühren sich in der gemeinsamen Mantellinie, die 
Bildkreise der Punkte derselben bilden ein doppelt zählendes 
System von einander berührenden Kreisen, zu dem die Grund- 
kreise selbst gehören. Für gleiche Radien wird überdies die 
erstgenannte Hyperbel zur gemeinsamen Tangente der Grund- 
kreise im Berührungspunkte, eine Hyperbel mit verschwinden- 
der Hauptaxe oder mit in der Mitte zwischen den Brenn- 
punkten vereinigten Scheiteln. Die Hyperbel der Durchdringung 
selbst berührt im Berührungspunkte der Grundkreise als 
ihrem einen Scheitel die Tafel, und das Bildkreissystem ihrer 
Punkte schneidet daher den bezüglichen unendlich kleinen Kreis 
unter constanten nicht reellen Winkeln. 

Der Grenzfall der einschliessendenBerührung(Fig.79) 
liefert für den Berührungspunkt als äusseren Ahnlichkeits- 
punkt M die Centrale mit den Brennpunkten (wie oben), für 
den inneren oder inversen Ahnlichkeitspunkt 3f*' eine Ellipse 
mit der Radiensumme Ä^B^ als Hauptaxenlänge. Immer 
entspricht der directen Ähnlichkeit der Grundkreise die Gleich- 
artigkeit der Berührung derselben mit jedem Bildkreise und 
der indirecten die Üngleichartigkeit dieser Berührung. 

160, Nach dem Vorigen sind die Fälle von Grundkreisen 
mit dem Radius Null keine eigentlichen Specialfälle; der un- 
endlich grosse Radius eines Grundkreises erfordert aber, 
wenn derselbe im Endlichen erscheinen soll, die unendlich ferne 
Lage seines Mittelpunktes und bietet daher einen eigentlichen 
Specialfall dar; an Stelle des gleichseitigen Rotationskegels 
ist eine unter 45® zur Tafel geneigte Ebene getreten. Es ent- 
springen daraus die Fragen nach der Durchdringung eines 
gleichseitigen Rotationskegels mit einer 45® Ebene und nach 
den Durchschnitten von zwei 45® Ebenen mit parallelen oder 
nicht parallelen Spuren. Im Falle von Kegel und Ebene sind 
die beiden Endpunkte des zur Spur der Ebene normalen 
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Durchmessers im Grundkreise des Kegels die Ahnlichkeitspuukte 
der Grundkreise und liefern die Parabel der Punkte P^ nach 
den vorher entwickelten Constructionen: Ein Ahnlichkeitsstrahl 
schneidet den Kreis und die Spur der Ebene je in einem Punkte 
und liefert als Schnittpunkt der Normale zur Spur in dem 
einen mit dem Radius des Kreises vom andern den Punkt P^ 
und in der von ihm ausgehenden Normale vom Ahnlichkeits- 
strahl die zugehörige Tangente f^ der Parabel. So liefern 
beide Ähnlichkeitspunkte die beiden confpcalen Parabeln des 
Art. 135 wieder. 

Der Schnitt der 45^ Ebenen mit sich schneidenden Spuren 
5i; $2 liefert uns zwei gerade Linien ^ die die Winkel der 
Spuren halbiren und als System der zugehörigen Bildkreise 
das System der Kreise, welche aus den Punkten dieser hal- 
birenden Geraden berührend an die ursprünglichen gehen. 
Sind die Spuren parallel, so ist die eine dieser halbirenden 
Geraden unendlich fern, die andere ist die in der Mitte zwischen 
den Spuren gelegenen Orthogonalprojection der endlich ent- 
fernten Schnittlinien der Ebenenpaare; ihre Büdkreise sind 
die die beiden Spuren berührenden gleichen Kreise aus den 
Punkten jener Mittellinie. 

161. Wir wollen bemerken, dass im Vorigen sowohl die 
Mittel zur Gonstruction der Schnittpunkte jedes durch die 
Brennpunkte und die Hauptaxenlänge gegebenen Kegel- 
schnitts mit einer geraden Linie als auch seiner Tan- 
genten mit einem Punkte enthalten sind. 

Sind die Brennpunkte und die Hauptaxenlänge gegeben, so 
beschreibt man für das erste Problem um den einen Brenn- 
punkt mit dieser als Radius den Grundkreis und betrachtet den 
Kegelschnitt als Durchdringung des zugehörigen gleichseitigen 
Botatiönskegels mit dem parallelen Kegel aus dem anderen 
Brennpunkte als Spitze (Fig. 80), man erhält dadurch sofort 
die Spur s und die Gegenaxe r^^ oder q seiner Ebene. Die 
gegebene Gerade g hat in diesen ihren Durchstosspunkt S, 
Verschwindungspunkt R^ und Fluchtpunkt Q'^ die Parallele 
g' zu C^Ri durch S oder 8Q' ist ihre Centralprojection, und 
die Radien von C^ nach den Punkten, in denen diese den 
Grundkreis schneidet, liefern in g die verlangten Schnittpunkte 
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— übrigens zugleich ihre Bildkreise, welche letzten die Kreise 
aus Punkten von g sind, die den Ghrundkreis berühren und 
den zweiten Brennpunkt enthalten. Wenn beide Grundkreise 
O und K gegeben sind und bekannt ist, ob Gegensatz oder 
Gleichartigkeit der Berührungen statt hat, -so sind die Centra 
der sie berührenden Kreise in einer gegebenen Geraden g^ 
ebenso bestimmbar. Ist jenes nicht bekannt, so bekommt 
man zwei Paare von Schnittpunkten (in den confocalen Kegel- 
schnitten aus jenen). Der besondere Fall der Parabel findet 
aus Brennpunkt und Directrix (der aus jenem beschriebene 
Grundkreis ist von beliebigem Radius) leicht gleiche Er- 
ledigung. 

Unter denselben Voraussetzungen construirt man aus der 
Mitte der Strecke zwischen den Brennpunkten mit der halben 
Hauptaxe als Radius den Scheitelkreis des Kegelschnitts, von 
welchem man nach Art. 145 weiss, dass er der Ort der Fuss- 
punkte der Perpendikel ist, die von den Brennpunkten auf 
die Tangenten geßlUt werden. Man findet daher die Tan- 
genten aus einem Punkte P an den Kegelschnitt als die von 
ihm ausgehenden Schenkel der Lagen eines reqhten Winkels, 
dessen Scheitel 5\ resp. T^ auf diesem Kreise liegt, während 
der andere Schenkel durch einen Brennpunkt Cj geht. Die 
Kreise über den Brennstrahlen C^F resp. Jä^P des Punktes 
als Durchmessern schneiden jenen Scheitelkreis in Punkte- 
paaren ^1,^2? welche mit dem gegebenen Punkte die beiden 
von ihm ausgehenden Tangenten des Kegelschnitts bestimmen. 
(Fig. 81.) Auch erhält man daraus nach Art. 145 ihre Berüh- 
rungspunkte mit demselben. Ferner giebt (Fig. 81) der um P 
beschriebene und durch C^ gehende Kreis in den Schnitten mit 
dem um K^ mit der Hauptaxe als Radius beschriebenen Kreis 
die symmetrischen CiS Ct^ des Brennpunktes C^ in Bezug auf 
die Tangenten, sodass die Geraden CiC/, CiCt^ resp. zu den- 
selben normal sind. (Vergl. Art. 146 Fig. 74.) 

Man kann natürlich auch die CoUineation des Kegel- 
schnittes mit dem Kreise E wie vorher durch 5, r^ bestimmen, 
in demselben P' angeben und aus den zugehörigen Kreis- 
taugenten die gesuchten Kegelschnittstangenten erhalten. 

162. Wenden wir nun auf die Constructionsfiguren 74 f. 

riedler, C>'kIographle, . 14 
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die Methode der Uebertragung in denBaum und das Kugel- 
System wie früher an, indem wir alle ihre Kreise als Haupt- 
kreise von Kugeln denken und sodann die Rotation um die 
Centrale Cj^i vorstellen, so erhalten wir weitere Ergebnisse 
für die Theorie der Rotationsflächen zweiten Grades 
aus Art. 142. 

Eine solche Fläche ist zunächst der Ort der Centra der- 
jenigen Kugeln, welche zwei gegebene Kugeln gleich- 
artig resp. ungleichartig berühren; sie ist auch der Ort 
der Punkte, welche von zwei gegebenen festen Punkten con- 
stante Summe resp. Differenz der Entfernungen haben, welche 
Summe oder Differenz ihrer Hauptaxenlänge gleich ist; die 
Potenzebene der beiden Grundkugeln wird von allen jenen be- 
rührenden unter gleichen reellen oder nicht reellen Winkeln 
geschnitten und unter dem Complement desselben Winkels von 
den Mantellinien und Tangentialebenen des Asymptotenkegels 
der Fläche, wenn sie ein H y p e r b o 1 o i d ist. Ein Paar von Kugeln 
liefert in dieser Weise zWei Flächen zweiten Grades, die eine 
für den äusseren, die andere für den inneren Ahnlichkeits- 
punkt; dieselben sind confocal, und wenn sie sich schneiden, so 
schneiden sie sich in einem gemeinsamen Parallelkreise unter 
rechtem Winkel, d. h. alle Tangentialebenen beider Flächen 
in Punkten eines solchen Kreises sind rechtwinklig zu ein- 
ander — wie auch zu der Meridianebene des Punktes. Liegen 
die Grundkugeln ausser einander, so sind beide Flächen ein- 
fache Hyperboloide, so lange sie ungleiche Radien haben; 
bei gleichen Radien geht das dem äusseren Ahnlichkeitspunkte 
entsprechende in die doppeltzählende Potenzebene der Grund- 
kugeln über. Umschliesst eine der Grundkugeln die andere, 
so entstehen zwei EUipsoide und im Fall concentrischer Lage 
zwei Kugeln von demselben Centrum. Und wenn die Grund- 
kugeln sich schneiden, so entspricht dem äusseren Ahnlich- 
keitspunkte ein Hyperboloid, dem inneren ein EUipsoid, bei 
gleichen Radien geht jenes wieder in die Potenzebene über. 
Bei ausschliessender Berührung entsteht ein Hyperboloid 
für den äusseren und die Centrale mit den Centren als 
EUipsoid oder Hyperboloid, jenachdem man den Fall als 
Greuzfall der schneidenden oder der nicht schneidenden 
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Kugeln auffasst; bei umschliessender Berührung entsteht 
die Centrale mit den Centren und ein EUipsoid. (Vergl. 
Art. 148, 149.) 

Die Eigenschaften der Rotationsflächen zweiten Grades 
mit zwei Brennpunkten: Die Winkel zwischen den Radien- 
vectoreü eines Flächenpunktes werden durch seine Normale 
und seine Tangentialebene halbirt; die orthogonalsymmetri- 
schen eines Brennpunktes in Bezug auf die Tangentialebenen 
der Fläche liegen auf der Kugel, welche mit der Hauptaxe 
als Radius um den andern Brennpunkt beschrieben wird; die 
Fusspunkte der von den Brennpunkten auf die Tangential- 
ebenen gefällten Perpendikel liegen in der Scheitelberührungs- 
kugel, d. h. in der Kugel, die die Hauptaxe der Fläche zum 
Durchmesser hat — treten zu den im Art. 142 gefundenen 
hinzu nach Art. 145 f. 

Sie vermitteln die Lösung der Aufgaben: Eine Rota- 
tionsfläche zweiten Grades aus ihren Brennpunkten und einem 
Punkte zu bestimmen, oder aus den Brennpunkten und einer Tan- 
gentialebene , aus einem Brennpunkte und vier Tangential- 
ebenen, etc. 

Die Schnittpunkte der Fläche mit einer Geraden und 
die Tangentialebenen derselben aus einem Punkte lassen sich 
resp. construiren durch den Querschnitt der Ebene aus der 
Geraden nach einem Brennpunkte (Art. 142) und den der 
Meridianebene des Punktes mit der Fläche unter Reduction 
auf Art. 151. Auf die Discussion der Rotationsflächen zweiten 
Grades mit Brennpunktskreisen, wie sie aus der Rotation 
eines Kegelschnitts um seine Nebenaxe entstehen, können 
wir nicht näher eingehen. (Vergl. Art. 86 f., 113, 119, 167 f.) 

163. Im Vorigen sind die Bildkreise der Punkte eines 
Kegelschnittes als die einfach unendlich vielen Kreise erkannt 
worden, welche der Forderung genügen, entweder zwei feste 
Kreise gleichartig oder ungleichartig zu berühren oder einen 
festen Kreis zu berühren und eine feste gerade Linie unter 
Winkeln von vorgeschriebenem Cosinus zu schneiden. Wir 
haben aber bereits in Art. 145 ein Resultat erhalten, welches 
weiter führt* wir erkannten nämlich den Bildkreis des Punktes 
P zugleich als einen sich selbst entsprechenden Kreis in der 
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Abbildung durch reciproke Radien, in welcher der bei der 
Construction benutzte Ahnlichkeitspunkt das Centrum der 
Directrix der reciproken Radien und zugleich der eine der 
Grundkreise das Bild des andern ist; wir bemerkten auch, 
dass er in Folge dessen den Directrixkreis orthogonal schneiden 
müsse, und erinnern jetzt, dass dieser orthogonale Schnitt 
als Schnitt im Durchmesser erscheint, wenn der Directrixkreis 
von negativem Radiusquadrat und also durch einen Symme- 
triekreis vertreten ist. (Vergl. Art. 92.) 

Es schneiden also alle Bildkreise der Punkte P 
des Kegelschnittes oder alle Kreise eines der vor- 
erwähnten Systeme einen bestimmten Kreis ortho- 
gonal resp. im Durchmesser, nämlich denjenigen 
Potenzkreis der beiden Grundkreise, welcher den bei 
der Construction des Systems benutzten Ahnlich- 
keitspunkt zum Centrum hat. 

Dieser Kreis bestimmt also nach Art. 94 im Falle 
der Orthogonalität ein einfaches gleichseitiges Ro- 
tationshyperboloid mit in der Tafel gelegener Hauptebene 
als sein Kehlkreis, und er vertritt im Falledes Schnittes 
im Durchmesser ein zweifaches gleichseitiges Ro- 
tationshyperboloid mit Hauptebene in der Tafel als sein 
Scheitelkreis, d. h. als der Schnitt mit seiner Scheitel- 
berührungskugel. In jedem Falle enthält dieses Hyper- 
boloid alle die durch die Bildkreise des Systems 
dargestellten Punkte des Raumes oder den betrach- 
teten Kegelschnitt. Man sieht auch leicht, dass die Con- 
struction dieses seines Kehl- resp. Scheitelkreises genau seiner 
stereometrischen Bestimmung entspricht (Fig. 74, 75,- 
Tafel XH, 76 Tafel XHI); denn in der ümlegung der beide 
Kegelaxen verbindenden Normalebene in die Tafel mit ®, 
Ä und den umgelegten Scheiteln ( J.), (B) entspricht die An- . 
gäbe des Ahnlichkeitspunktes M nach Art. 67 genau der 
Bestimmung des Mittelpunktes und folglich der anderen Axe 
derjenigen gleichseitigen Hyperbel durch (Ä) und (-B), welche 
C^ K^ zur einen Axe hat. Führt man dieselbe in jene Normal- 
ebene zur Tafel zurück und denkt man sie um die in M' 
errichtete Tafelnormale gedreht, so erzeugt sie das gleich- 
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seitige Rotationshyperboloid der vorigen Sätze. Es ist in der 
That leicht nachzuweisen, dass dasselbe den Durchdringungs- 
kegelschnitt der beiden Kegel zweiten Grades enthäjt, oder 
den Kegelschnitt, den die Ebene von der Falllinie AB zur 
Tafel aus ihnen herausschneidet; seine Durchdringung mit 
dem Kegel C z. B, kann nur ein ebener Querschnitt sein, 
weil beide Flächen denselben unendlich fernen Querschnitt 
besitzen; nach der Symmetrie der Flächen gegenüber der 
Verbindungsebene ihrer Hauptaxen muss dieser Querschnitt 
in einer zu dieser Ebene normalen Ebene und folglich, da Ä, 
B Punkte desselben in dieser Ebene sind, in der vorher be- 
zeichneten d. i. der Ebene des betrachteten Kegelschnittes 
liegen. Es geht also durch jeden solchen Kegelschnitt 
ein und nur ein gleichseitiges Rotationshyperboloid, 
welches die Tafel zur Hauptebene hat; es ist dasselbe, 
auf das uns vorher planimetrisch die Entdeckung seines Kehl- 
resp. Scheitel-Kreises als Directrix- resp. Symmetrie-Kreis reci- 
proker Radien, für die alle Bildkreise sich selbst entsprechen, 
schon geführt hat. Es ist nur ein anderer Ausdruck des Ge- 
fundenen, wenn man sagt: Die Enveloppe der Kreise, die 
einen Kreis berühren und einen andern Kreis ortho- 
gonal oder diametral schneiden, ist ein Kreis. 

154. Wir geben die üebersicht der Fälle in Ana- 
logie zu den Art. 148 f. Bei ausser einander liegenden 
Grundkreisen (Fig. 74, Tafel XII) giebt die Benutzung des 
äusseren Ähnlichkeitspunktes M' in seinem Potenzkreise P den 
von den Bildkreisen der Punkte orthogonal geschnittenen 
Kehlkreis eines einfachen Hyperboloids, welches die ent- 
standene Durchdringungshyperbel enthält. Bei Benutzung des 
inneren Ähnlichkeitspunktes Jf*' erhält man in seinem Po- 
tenzkreise P * den Scheitelkreis eines zweifachen Hyperboloids, 
welches durch die entsprechende Durchdringungshyperbel geht; 
er wird von den Bildkreisen ihrer Punkte im Durchmesser 
geschnitten; beide schneiden einander orthogonal. Für gleiche 
Radien beider Kreise wird der äussere Potenzkreis zur Po- 
tenzlinie derselben, das einfache Hyperboloid ist übergegangen 
in die zur Tafel normale Ebene, in welcher die Durchdringungs- 
hyperbel liegt; der innere Potenzkreis ist der Scheitelkreis des 
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die zweite als Hyperbel orthogonal projicirte Durchdringungs- 
hyperbel enthaltenden zweifachen Hyperboloids. 

Im Uebergangsfalle der ausschliessenden Berührung 
der Grundkreise (Fig. 78, Tafel XHI) ist der äussere Potenz- 
kreis der Kehlkreis des einfachen Hyperboloids durch die 
Hyperbel, der innere Potenzkreis ist ein Punkt, Spitze oder 
Mittelpunkt des gleichseitigen Rotationskegels durch die in 
eine doppeltzählende Gerade degenerirte Durchdringungscurve, 
ein Nullkreis, der die Bildkreise dieses Falles zugleich ortho- 
gonal und diametral schneidet. 

Wenn der eine Grundkreis vom andern um- 
schlossen wird (Fig. 76), so ist der äussere Potenzkreis P 
Scheitelkreis eines zweifachen Hyperboloids und schneidet die 
Bildkreise des Systems der Durchdringungs-Ellipse diametral, 
der innere Potenzkreis P* aber der Kehlkreis eines einfachen 
Hyperboloids, der die Bildkreise der zugehörigen elliptischen 
Durchdrmgung orthogonal schneidet; der eine schneidet den 
anderen diametral. Ebenso in dem besonderen Falle concentri- 
scher Kreise, wo sie sich decken. Bei Grundkreisen, welche 
sich schneiden, ist endlich sowohl das gleichseitige Ro- 
tationshyperboloid durch die Durchdringungshyperbel für den 
äusseren Ahnlichkeitspunkt, als auch das durch die Durch- 
dringungsellipse für den inneren Ahnlichkeitspunkt ein ein- 
faches; beide Potenzkreise P, P* sind Kehlkreise und werden 
von den Bildkreisen beider zugehörigen Systeme orthogonal 
geschnitten; sie schneiden einander rechtwinklig. Im Falle 
gleicher Radien wird der äussere Potenzkreis zur Potenzlinie 
der Grundkreise als Spur der zur Tafel normalen Ebene der 
Durchdringungshyperbel, der innere bleibt. Bei umschlies- 
sender Berührung endlich ist der äussere Ahnlichkeitspunkt 
wieder selbst der zugehörige Potenzkreis, der Scheitel oder 
Mittelpunkt eines Kegels; der innere giebt den Kehlkreis 
eines einfachen Hyperboloids, der alle Bildkreise der ellipti- 
schen Durchdringung orthogonal schneidet. 

165. So liefern also zwei Kreise als Orthogonal- 
projectionen der Durchdringungen der über ihnen stehenden 
Kegel zwei confocale Kegelschnitte in ihrer Ebene und 
als durch die DurQhdringungskegelschnitte selbst hindurch- 



Die Parallel Verschiebung der Bildebene. 166. 215 

gehend zwei gleichseitige Rotationshyperboloide, 
welche die Bildebene zur Hauptebene haben und deren 
Hauptschnitte durch die Potenzkreise der ersten bestimmt 
sind. Diese beiden Hyperboloide durchdringen einander in einer 
zur Bildebene orthogonalsymmetrischen gleichseitigen Hyperbel 
in der durch die Potenzlinie der Grundkreise oder die Spur 
der Kegelschnittebenen gehenden Normalebene zur Tafel; die 
Bildkreise derselben bilden daher ein Büschel, welches 
mit den Bildkreisen der Punkte des einen und mit 
denen des andern Kegelschnitts zu je demselben durch 
das entsprechende Hyperboloid gegebenen Netze gehört oder 
dessen Kreise die Kehlkreise (resp. Scheitelkreise) beider Hy- 
perboloide d. h. die Potenzkreise der gegebenen Kreise ortho- 
gonal resp. diametral und diese selbst unter gleichen Winkeln 
durchschneiden; dies Büschel ist somit das conjugirte von dem 
der Potenzkreise, also auch der Grundkreise, da diese ja mit 
jenen zu demselben Büschel gehören; es hat die Schnittpunkte 
der Grundkreise zu seinen Grenzpunkten oder Nullkreisen und 
wenn diese nicht reell sind, seine Grenzpunkte zu Grundpunkteu. 

Der Mittelpunkt eines beliebigen Kreises in diesem Büschel 
ist Durchstosspunkt von zwei Tangenten und von unendlich vielen 
Secanten eines jeden der beiden Durchdringungskegelschnitte; 
jeder ist daher auch für die Paare der auf diesen Linien 
liegenden Punkte dieses Kegelschnitts ein Ähnlichkeitspunkt 
ihrer Bildkreise und der zu ihm als Mittelpunkt gehörige 
Kreis unseres Büschels ist ein Grundkreis reciproker Radien, 
für welche immer die Bildkreise die Schnittpunkte einer solchen 
Secante einander entsprechen, während der Bildkr^is des Be- 
rührungspunktes einer Tangente sich selbst entspricht; oder er 
ist der gemeinsame gleichartige Potenzkreis für alle diese Paare. 

166, Wir haben schon in Art. 136, 147 die Tafel zu sich 
selbst parallel, unter Festhaltung der Punkte C^ und K^ in 
ihr, verschoben und die Veränderungen der Grundkreise und 
Bildkreise des Kegelschnittes resp. der Kegelschnitte sowie 
der Spur 5, Fluchtlinie q und Gegenaxe r, ihrer Ebenen be« 
trachtet. Diese Verschiebung liefert nun zusammengehalten 
mit den vorigen Ergebnissen über das Netzhyperboloid des 
Bildkreissystems eines Durchdringungskegelschnittes sofort 
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die Einsicht; dass zu jeder der so bezeichneten Lagen der Bild- 
ebene ein andereS; aber auch immer ein undnur ein solches 
Hyperboloid gehört. Wir erhalten den Kehlkreis resp. 
Scheitelkreis desselben als den aus dem Durchstoespunkte der 
geraden Verbindungslinie der Eegelspitzen mit der Bildebene 
beschriebenen Kreis des Büschels der Grundkreise dieser Kegel 
in ihr; auch ergiebt sich nach Art. 154 in jedem Falle seine 
Art als einfaches resp. zweifaches Hyperboloid. Wir sagen, 
dass durch die Durchdringungscurve unserer Kegel, 
also durch den unendlich fernen gemeinsamen Querschnitt und 
durch den ins Endliche gehenden Durchdriügungskegelschnitt, 
einfach unendlich vielegleichseitigeRotationshyper- 
boloide gehen, deren Hauptaxen den Rotationsaxen der 
Kegel parallel sind und von denen jedes durch seinen in der 
Verbindungslinie der Spitzen gelegenen Mittelpunkt allein be- 
stimmt ist; die durch ihn gehende Normalebene zur gemein- 
samen Axenrichtung aller Flächen schneidet aus den Mänteln 
dieser Kegel die Grundkreise für die Projection des Durch- 
dringungskegelschnitts auf die gewählte Ebene aus, für die 
der Mittelpunkt der zu benutzende Ahnlichkeitspunkt und 
deren zugehöriger Potenzkreis der Kehlkreis resp. Scheitel- 
kreis des fraglichen Hyperboloids ist. 

Man nennt die Gesammtheit dieser Hyperboloide ein 
Büschel imd erkennt, dass die beiden gegebenen Kegel die- 
jenigen Hyperboloide desselben sind, für welche der Kehl- 
und Scheitelkreis ein Punkt ist — als Potenzkreis zwischen 
einem Kreise und eben diesem Punkte (Art. 76). 

Nur iy dem Falle, wo der in's Endliche gehende Theil 
der Durchdri'ngung eine Parabel ist — um von den noch 
mehr speciellen Fällen ganz abzusehen — modificirt sich dieses 
Ilrgebniss in etwas. Dann ist nämlich die Ebene der Parabel 
als eine zur Tafel unter 45® geneigte Ebene zugleich der 
eine der durch die Curve gehenden Kegel — mit unendlich 
ferner Spitze in ihrer Falllinie, also wenn man lieber will 
Cylinder — und die Parallele zur Falllinie dieser Ebene durch 
die Spitze des andern oder die der Ebene parallele Mantel- 
linie des Kegels die Verbindungslinie der Spitzen und der Ort 
der Mittelpunkte der sämmtlichen Hyperboloide des Büschels. 
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Die Construction lehrt zugleich ^ dass für alle Lagen des 
Mittelpunktes^!! dieser Geraden auf der einen Seite der Kegel- 
spitze die Potenzkreise der zugehörigen Grundkreise Kehl- 
kreise und Orthogonalkreise, für die auf der andern 
Seite desselben aber Scheitelkreise und Diametralkreise 
sind, sodass der eine Kegel die Übergangsform und Über- 
gangsstelle zwischen den einfachen und den zweifachen Hyper- 
boloiden des Systems bezeichnet. Die andere Übergangsform 
ist die Ebene des parabolischen Schnittes und die zugehörige 
Übergangsstelle die Richtung ihrer Falllinie. 

157, Im allgemeinen Falle der elliptischen oder hyper- 
bolischen Durchdringung theilen die beiden Spitzen der Kegel C 
und Kihre Verbindungslinie in eine innere Strecke und ihre 
äussere durch den unendlich fernen Punkt in ihr verbundene 
Ergänzung; und wenn die Punkte in der Projection der Strecke 
Mittelpunkte von Scheitelkreisen und somit die Punkte selbst 
solche von zweifachen Hyperboloiden des Büschels sind (Fig. 82, 
Tafel XIV), so sind die Punkte der beiden äusseren unbegrenzten 
Theile der Ergänzung die Mittelpunkte von Kehlkreisen oder 
einfachen Hyperboloiden, und umgekehrt. Die Kegelspitzen be- 
zeichnen die Übergangsstellen und die beiden Kegel bilden die 
Übergangsformen. Ob aber die Punkte der endlichen Strecke CK 
die einfachen oder die zweifachen Hyperboloide liefern, das 
lässt sich in jedem Falle leicht entscheiden durch Inbetracht- 
nahme der Ebene der Durchdringung. Denn diese Ebene 
der Durchdringung erscheint nach der Construction 
als Grenzform der Rotationshyperboloide des Bü- 
schels für die Richtung von OJSTals Mittelpunkt, und 
man erkennt damit nach Art. 95 und 98, dass ihr Neigungs- 
winkel zur Tafel darüber entscheidet, ob sie zu den 
einfachen oder zweifachen Hyperboloiden zu zähle!i 
ist; sie gehört zu den einfachen Hyperboloiden für a > 45®, 
und in diesem Falle liefern die Punkte der Strecke zwischen 
und Kdie zweifachen und die der Ergänzung zu beiden Seiten 
ausserhalb CK die einfachen Hyperboloide; sie gehört da- 
gegen zu den zweifachen Hyperboloiden für a < 45®, und dann 
entsprechen den Punkten in der Strecke CK als Mittelpunkten 
die einfachen Hyperboloide und den ausserhalb der Strecke 
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C-ST gelegenen Mittelpunkten die zweifachen. Deshalb auch 
ist für a = 45^ die Ebene der Durchdringung eyier der Kegel. 

In der Figur erkennt man also dies Alles an der Ge- 
raden (Ä){B)j deren Neigung gegen C^K^^ der Winkel a ist. 

Unter allen Hyperboloiden des Büschels ist immer eines, 
für das der Durchdringungskegelschnitt ein Dia- 
metralschnitt ist; sein Mittelpunkt ist offenbar der Durch- 
schnittspunkt der Geraden CK mit der Ebene der Durch- 
dringung oder in der Umlegung ihrer projicirenden Normal- 
ebene der Schnitt der Geraden (£Ä und (A)(B)] die zuge- 
hörigen Grundkreise beider Kegel sind gleich und der Haupt- 
schnitt des zugehörigen Hyperboloids wird durch den Potenz- 
kreis ihres inneren Ahnlichkeitspunktes gegeben. Es ist 
für a < 45® ein zweifaches Hyperboloid und für a > 45^ 
ein einfaches; für cc = 45® ist die Mitte zwischen C und K 
selbst unendlich fem und das besagte Rotationshyperboloid 
die Ebene der Parabel; eine Parabel kann nicht in anderer 
Weise Diametralschnitt eines ßotationshyperboloids sein. 

168.' Wenn wir wie in Art. 148 aus zwei Grundkreisen 
O und K beide Durchdringungen construiren, so finden wir 
in den Hauptfällen folgendes Verhalten: Bei ausser ein- 
ander liegenden Grundkreisen wie 1, 2 (Fig. 82, Taf. XI V) 
sind beide Ebenen (A^B^), {A^^B^*) der Durchdringung unter 
Winkeln von mehr als 45® zur Tafel geneigt, da ihre Fall- 
linien beide in Rechtecken aus 45® Linien die Diagonalen 
von der obersten zur untersten Ecke bilden; die Ebenen selbst 
gehören also zu den einfachen Hyperboloiden oder die end- 
liche Strecke zwischen den Spitzen CK resp. CK* enthält 
die Mittelpunkte der zweifachen Hyperboloide oder liefert 
als Potenzkreise die Scheitelkreise, die diametral schnei- 
denden Kreise des zugehörigen Bildkreissystems der Durch- 
dringung. 

Wenn der eineGrundkreis den andern umschliesst^ 
wie bei 1, 3 Fig. 82, so findet das Gegentheil statt für beide 
Durchdringungskegelschnitte; denn die Geraden (A2){B2) und 
{A2*B2*) ergeben sich beide in Kechtecken mit unter 45® zur 
Centrale geneigten Seiten als die Diagonalen zwischen den 
mittleren Ecken. Also zwischen den Spitzen einfache Hyper- 
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boloide und Potenz kehl kreise und ausserhalb dieser Strecke 
zweifache Hyperboloide und Potenzscheitelkreise. 

Wenn aber beide Grundkreise einander schneiden 
wie 2, 3 Fig. 82, so findet für den einen Durchdringungs- 
kegelschnitt das eine und für den andern das andere statt; 
bei Benutzung des äusseren Ahnlichkeitspunktes zur Con- 
struction der Durchdringung also für die Hyperbel als solche 
ist (Äi) (B^) die Diagonale von der obersten zur untersten Ecke 
in einem Rechteck aus 45^ Linien und somit die Strecke 
zwischen den Spitzen die Begion der Centra zweifacher 
Hyperboloide oder der Potenz Scheitel kr eise; dagegen ist 
bei Benutzung des inneren Ahnlichkeitspunktes {Ä{^) {B{^) die 
Diagonale zwischen den Ecken in den mittleren Entfernungen 
von der Tafel und somit für die Ellipse als Durchdringung 
die Strecke zwischen den zugehörigen Spitzen der Ort der 
Centra einfacher Hyperboloide oder der Potenzkehlkreise. 

Die Fälle gleicher Grundkreise sind für diese Betrach- 
tung keine eigentlichen Specialfälle, wie wir gleich sehen 
werden; es giebt unter den Lagen der Tafel stets eine, der 
solche entsprechen, nämlich die durch die Mitte von CK resp. 
CA* gehende. Dagegen erscheinen als speciell die Fälle der 
Berührung der Grundkreise; weil aber die eine Durch- 
dringung, nämlich die dem Berührungspunkte als Ahnlich- 
keitspunkt entsprechende, eine doppelt zählende 45® Linie ist, 
so werden alle Hyperboloide des Büschels zu gleich- 
seitigen Rotationskegeln, die sie enthalten und sich längs 
derselben berühren, und die hier in Rede stehenden Unter- 
Scheidungen fallen weg. Für den andern Ahnlichkeitspunkt, 
also für die hyperbolische Durchdringung bei ausschliessender 
und die elliptische bei umschliessender Berührung der Grund- 
kreise, haben wir innerhalb der Strecke der Spitzen die Centra 
der einfachen resp. der zweifachen Hyperboloide oder der Potenz- 
kreise als Kehl- resp. als Scheitelkreise. Ofifenbar kann man 
nach der Art des Durchdringungskegelschnittes die Fälle 
scheiden: Bei elliptischer Durchdringung zwischen 
den Spitzen einfache, bei hyperbolischer zweifache 
Hyperboloide, dort Potenzkehlkreise, hier Potenz- 
scheitelkreise. 
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159, Die Spur s der Kegelschnittebene — wir 
betrachten im Folgenden nur den einen der beiden confocalen 
Kegelschnitte aus zwei Grundkreisen — in einer beliebigen 
Lage der Tafel ist als Parallelkreis eines einfachen oder zwei- 
fach en gleichseitigen Rotationshyperboloids anzusehen, jenach- 
dem die Durchdringung eine Hyperbel oder eine Ellipse ist, 
und wir gelangen damit wieder zu der in Art. 135, 139, 140 
gefundenen Eigenschaft dieser Spur, dass sie nämlich von 
den sämmtlichen Bildkreisen der Punkte des Durch- 
dringungskegelschnitts fürdieseLage der Tafel unter 
unveränderlichem Winkel mit cos.<y = cotan « ge- 
schnitten wird. Aber nachdem wir die Ebene der Durch- 
dringung als die Grenzform der Hyperboloide des Büschels 
für unendlich fernen Mittelpunkt erkannt haben, und im Zu- 
sammenhalt mit den Ergebnissen der Art. 94 f. sind wir unmittel- 
bar zu den entsprechenden allgemeinen Sätzen liingeführt, zu 
denen dieser als Grenzfall gehört. Denn das durch einen be- 
stimmten Punkt der Geraden CK als Mittelpunkt definirte gleich- 
seitige ßotationshyperboloid des Büschels wird von jeder Lage 
der Tafel in einem Parallelkreise geschnitten — wir wollen nur 
bemerken, dass derselbe im Falle des zweifachen Hyperboloids 
auch imaginär sein kann. Alle Punkte dieses Hyperboloids 
werden auf der gewählten Tafelebene .durch Bildkreise re- 
präsentirt, die mit diesem Parallelkreise Winkel von vor- 
geschriebenem Cosinuswerthe einschliessen, welcher Cosinus- 
werth durch die Cotangente des Winkels gegeben ist, den die 
Tangentialebenen des Hyperboloids in den Punkten des Pa- 
rallels mit der Tafel einschliessen (Art, 96) respective für 
den aus der Scheitelberührungskugel des Hyperboloids durch 
die Tafel ausgeschnittenen Stellvertreter des* imaginären Spur- 
parallelkreises durch die Cotangente des Winkels, welchen die 
zugehörigen Tangentialebenen dieser Kugel mit der Tafel 
bilden (Art. 99). Und da die Punkte des Durchdringungs- 
kegelschnittes zu den Punkten des Hyperboloides ge- 
hören, so gehören auch ihre Bildkreise für die angenom- 
mene Lage der Bildebene zu dem System der Kreise 
welche den Spurparallelkreis unter jenem unver- 
änderlichen Winkel schneiden. Es ist augenscheinlich, 
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dass der Spurparallelkreis eiu Kreis des Büschels 
der Grundkreise ist, weil er die reellen oder nicht reellen 
Schnittpunkte derselben in ihrer Potenzlinie enthalten muss; 
offenbar müssen aber im Falle des imaginären Spurparallel- 
kreises die Erörterungen der Art. 80, 127, 129 über die Zuge- 
hörigkeit von nicht reellen Kreisen zu Büscheln beachtet werden. 
In Fig. 83 haben wir für die Kegel aus C und K die hyper- 
bolische Durchdringung durch ihre Scheitel Äy^ und B^ und 
durch zwei Punkte eines Durchmessers N^Fi sammt ihren 
Bildkreisen und dem zugehörigen äusseren Potenzkreise Fjb, 
dem Kehlkreise des zur Tafel symmetrischen Hyperboloids, 
verzeichnet; auch sein Meridian in der gemeinsamen Dia- 
metralebene ist in der ümlegung eingetragen und es sind 
die entsprechenden Meridiane für drei andere Hyperboloide 
des Büschels hinzugefügt, welche die der Tafel parallelen 
Ebenen Hj, Hg, Hj resp. zu ihren Hauptebenen haben; dabei 
geht Hl durch den Scheitel B und Hg difrch den Scheitel A 
und sie liefern einfache Hyperboloide mit den Parallelkreisen 
Pi und Pg in der Tafel; Hg geht durch den Mittelpunkt M 
der Hyperbel und bestimmt ein zweifaches Hyperboloid; die 
Linienpaare der Kegel aus C und K in der Meridianebene 
bilden den Übergang unter den Formen dieser Meridiane. 

160. Alle die gleichseitigen Hyperboloide der vorigen Be- 
trachtung oder die Gesammtheit derselben in dem durch den 
Durchdringungskegelschnitt bestimmten Büschel schneiden die 
als fest gedachte Tafelebene in einem Büschel von Spur- 
parallelkreisen — einem Büschel, und zwar dem durch 
die Grundkreise bestimmten, weil jeder dieser Parallelkreise 
durch die in ihrer Potenzlinie gelegenen Schnittpunkte der 
Grundkreise hindurchgehen muss. Zwei der Hyperboloide 
bestimmen dasselbe; denken wir die Kreise E^, "K^ als ihre 
Spuren und die mit ihnen resp. concentrischen Ei^, Ega als 
die Spuren ihrer Asymptotenkegel, so definiren diese nach 
Art. 98 zwei Paare zur Tafel symmetrischer Hyperboloide H^ , 
Hj*; H2, H2* und somit auch zwei Paare symmetrischer Durch- 
dringungskegelschnitte H1H2, Hi*H2*; .H1H2*, Hi*H2, also 
zwei symmetrische Paare von Hyperboloidenbüscheln; das 
Kreisbüschel aus E^, E^ ist ihr gemeinsames Spurenbüschel, 
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die Spurkreise der zugehörigen Asymptoteukegel bilden die 
beiden durch Ku und K2a mit dem äusseren und resp. dem 
inneren Ähnlichkeitspunkte bestimmten linearen Reihen und 
die je zwei Kreise, welche diese linearen Reihen mit jenem 
Büschel gemein haben (Art. G3, 74), liefern die Kegel im 
Büschel und ihre Mittelpunkte C, K. Jeder Kreis des Büschels 
aus K|, Kg ist Spurparallelkreis von einem Hyperboloid des 
Büschels, dessen Mittelpunkt offenbar der Durchschnittspunkt 
der (j^aden CK mit der im Mittelpunkte des Parallelkreises 
errichteten Normale zur Tafel und dessen Hauptebene die 
durch ihn gelegte Parallelebene zur Tafel ist. Der Winkel, 
unter welchem von diesem Mittelpunkte aus ein Radius des 
Spurparallelkreises erscheint, ist der Winkel a und aus cotan a 
= cos 6 erhält man wie z. B. in Fig 65, Tafel X und Art. 128 
im Falle a>45^ den reellen Winkel ö, während wir auch im 
anderen Falle 6 dadurch für bestimmt erachten. Die Bild- 
kreise der Punkte* des Durchdringungskegelschnittes schnei- 
den sämmtlich den angenommenen Kreis in dem durch seine 
Grundkreise bestimmten Büschel auf der gewählten Tafel unter 
Winkeln 6 von dem so bestimmten unveränderlichen Cosinus- 
werthe. Der Winkel <y ist reell, d. h. die Bildkreise werden 
von dem Spurparallelkreise sämmtlich reell geschnitten, wenn 
das zugehörige Hyperboloid ein einfaches ist oder für den 
elliptischen Schnitt, so lange sein Mittelpunkt zwischen den 
Mittelpunkten der Grundkreise oder den Brennpunkten der 
Ellipse liegt; für den hyperbolischen Schnitt, so lange der 
Mittelpunkt des Spurparallelkreises ausserhalb der Strecke 
zwischen den Centren der Grundkreise oder den Brennpunkten 
der Hyperbel liegt; für den parabolischen endlich insbeson- 
dere, wenn der Mittelpunkt des Spurparallelkreises auf der- 
jenigen Seite des Brennpunktes sich befindet, welche dem 
Scheitel entgegengesetzt oder ganz im Innern der Parabel 
liegt. Der Winkel ist imaginär für die diesen Bestim- 
mungen resp. entgegengesetzten Lagen des Mittelpunktes des 
angenommenen Spurparallelkreises; er wird insbesondere 90® 
für die Annahme dieses Mittelpunktes im Durchstosspunkte 
der Geraden CK oder auf dem für die Construction des 
Kegelschnittes benutzten Ahnlichkeitsptmkte; er wird 0® für 
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die Mittelpunkte der Grundkreise oder die Brennpunkte selbst. 
Dabei ist jedoch für jeden von Null verschiedenen Winkel — 
die Spurkreise der Kegel können nicht imaginär werden — 
auf den Unterschied für den reellen und den imaginären Spur- 
parallelkreis zu achten, den wir im Vorhergehenden entwickelt 
haben. Die Beziehungen der Kegelschnitte zu der Construction 
der Kreise, welche vier gegebene Kreise unter gleichen Winkeln 
schneiden, etc. sind hierin enthalten. 

161. Mit jeder Verschiebung der Tafel ändern sich die 
Bildkreisradien derselben Punkte der Durchdringung also für 
dieselben Centra um den Betrag der Verschiebung, wachsend 
wenn die Tafel sich von ihnen entfernt und abnehmend 
wenn sie sich ihnen nähert. Das Büschel der gleichseitigen 
Rotationshyperboloide, deren Lage im Räume gleichfalls un- 
verändert bleibt, wird von der neuen Lage der Tafel in 
einem neuen Büschel von Kreisen geschnitten, welchem 
die neuen Grundkreise der Kegel angehören; jeder Kreis 
dieses Büschels ist ein Kreis, welcher von allen Bildkreisen 
der Punkte des Kegelschnittes unter constantem Winkel ge- 
schnitten wird. Die Grösse dieses VS^inkels variirt von Kreis- 
zu Kreis. Wenn die Tafel die Verbindungslinie der Centra 
der Hyperboloide in der Region der Potenzkehlkreis -Centra, 
d. h. ausserhalb der endlichen Strecke CK für hyperbolische 
und innerhalb derselben für elliptische Durchdringung schneidet, 
so ist unter den Kreisen jenes Büschels der für den zur Con- 
struction dienenden Ähnlichkeitspunkt der Grundkreise als 
Centrum eia Potenzkehl- oder Orthogonal-Kreis, und wir 
haben im Büschel der Grundkreise alle reellen Schnittwinkel 
von 0^ bis 90® für das Bildkreissystem entsprechend den 
Neigungswinkeln der einfachen Hyperboloide zur Tafel mit 
ihnen als resp. Spurkreisen von 45® für die Grenzformen der 
Kegel bis ebenfalls 90® für das erwähnte mit dem Ahnlich- 
keitspunkte als Centrum. Ihre Mittelpunkte liegen in dem- 
jenigen Theile der durch die Brennpunkte getrennten Haupt- 
axe des Kegelschnittes, welchem dieser Ähnlichkeitspunkt 
angehört. Die Punkte des andern Theiles sind die Mittel- 
punkte von Kreisen des Büschels, welche die Bildkreise des 
Systems je unter einem constanten nicht reellen Winkel 
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schneiden; die entsprechenden Cosinuswerthe variiren von 
den Brennpunkten weg von Eins bis Unendlich, welches letzte 
ebenso wie das erste zweimal erreicht werden kann, nämlich 
für die Kreise vom Radius Null im Büschel der Grundkreise, 
d. h. für die Spurparallelkreise derjenigen einfachen Hyperboloide, 
welche von der Tafel in einem ihrer Scheitel berührt werden; also 
nur, wenn die Grundkreise sich berühren, oder in dem Kreis- 
büschel, dessen Grundpunkte mit seinen Grenzpunkten zu- 
sammenfallen, und unter den zweifachen Hyperboloiden des 
'Flächenbüschels; nämlich für die beiden Lagen der Tafelebene, 
in welchen dieselbe einen Scheitel A oder B des Durch- 
dringungskegelschnittes enthält. Wenn die Tafel die Mittel- 
punktsgerade CK in der Region der Potenzscheitelkreiscentra 
trifft, so sind unter den Kreisen des Büschels an den zuge- 
hörigen Potenzkreis selbst anschliessend imaginäre durch ihre 
Symmetriekreise vertretene, für welche die Winkelgrösse 6 
nach Art. 131, Fig. 68 zu bestimmen sein wird. Die weitere 
Ausführung dieser Unterschiede darf wohl übergangen werden. 
162, Nur mag noch bemerkt werden, was die central- 
projectivische Darstellung des ganzen Systems be- 
trifft (vgl. Art. 160) und was sich kurz dahin zusammenfassen 
lässt, dass das Büschel von Kreisen, zu dem die Grund- 
kreise gehören, dieselbe vollständig enthält. Wir 
denken den einen der Kegel als projicirend, sodass der zuge- 
hörige Grundkreis der Distanzkreis tind zugleich der Flucht- 
kreis beider Kegel und aller Hyperboloide des Büschels ist; 
die übrigen Kreise des Büschels sind dann die Spurkreise der 
sämmtlichen Hyperboloide, wobei wir im Falle von Grenz- 
punkten also von nicht schneidenden Grundkreisen auch die 
imaginären Kreise desselben mit in Betracht gezogen denken. 
Die Spurkreise der zugehörigen Asymptotenkegel sind 
leicht zu bestimmen; denn für M als den Ahnlichkeitspunkt 
der Grundkreise der Kegel, der zur Bestimmung des Kegel- 
schnittes diente, ist GM' die Linie der Mittelpunkte aller 
Hyperboloide des Büschels, und für jeden bestimmten Mittel- 
punkt des Spurkreises giebt der Durchschnittspunkt der durch 
ihn gehenden Tafelnormale mit CM' das Centrum und zu- 
gleich durch seine Entfernung vom Fusspunkte den Radius 
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des Spurkreises für den Äsymptotenkegel des Hyperboloids, 
wie man sieht, ohne jede Rücksicht darauf, ob dasselbe ein 
einfaches oder ein zweifaches und ob im letzten Falle der 
Spurkreis desselben reell oder durch seinen imaginären Symme- 
triekreis vertreten ist. Die Art des Hyperboloids markirt 
sich jedoch natürlich bei reellem Spurkreise darin, dass dieser 
beim einfachen Hyperboloid immer den des Asymptotenkegels 
umschliesst und beim zweifachen von ihm umschlossen wird. 
Es ist klar, dass die Orthogonalprojection des Kehlkreises 
resp. des Scheitelkreises auf die Tafel nach Art. 96 erhalten 
werden. Für das einfache Hyperboloid insbesondere kann man 
den Kehlkreis resp. seine Orthogonalprojection auf die Tafel 
auch mittelst der Projectionen seiner geraden Mantellinien be- 
stimmen. Denn man erhält zunächst die Centralprojectionen 
und dann nach Art. 9 die Orthogonalprojectionen der geraden 
Mantellinien des Hyperboloids, als die Enveloppe der letzten 
aber die Orthogonalprojection des Kehlkreises und als die 
der ersten zugleich den centralprojectivischen Umriss des 
Hyperboloids. Zieht man eine beliebige Tangente an den 
Spurkreis des Asymptotenkegels, so sind die beiden Schnitte 
derselben mit dem Spurkreise des Hyperboloids die Durchstoss- 
punkte S^ und S^ von zwei Paaren von parallelen Mantellinien 
derselben, welche die Berührungspunkte der parallelen Tan- 
genten am Distanzkreise, d. h. die Endpunkte ^i', Q2 des zur 
gewählten Tangente normalen Distanzkreisdurchmessers, zu 
ihren beiden Fluchtpunkten haben, ihre Centralprojectionen 
sind daher die Geraden ^i^i', S^^g' und S2Q1, S2Q2, ihre 
Orthogonalprojectionen auf die Tafel fallen in die zum Durch- 
messer Q1Q2 durch S^ und ^2 gezogenen Parallelen und der 
diese berührende mit den Spurkreisen concentrische Kreis ist 
die Orthogonalprojection des Kehlkreises. Die Geraden S^ Q^y 
SiQ^7S''iQiyS%Q^ selbst sind Tangenten des perspectivischen 
Umrisses und man kann leicht auch ihre Berührungspunkte 
mit demselben bestimmen — aber wir werden desselben nicht 
bedürfen. 

163, Wir entwickeln nun -zunächst die Übertragung 
der erlangten planimetrischen Hauptresultate in den Baum, 

um an sie die Lösung der allgemeinsten Aufgabe des Ge- 
niale r, Cyklographie. 15 
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bietes zu knüpfen. Wir denken also die Bildkreise des Kegel- 
schnittes, seine Grundkreise und alle Kreise ihres Büschels als 
Hauptkreise von Kugeln und lassen das System ihrer Mittel- 
punkte ohne Veränderung ihrer Kadieu um die Brennpunktaxe 
des Kegelschnittes oder die Centrale des Büschels sich drehen, 
sodass die Rotationsfläche zweiten Grades von den- 
selben Brennpunkten mit dem zweifach unendlichen System 
ihrer Bildkugeln und den von ihnen gleichartig resp. ungleich- 
artig berührten Grundkugeln entsteht, mit allen Kugeln und der 
Potenzebene dieses Büschels; und man sieht, dass alle jene 
zweifach unendlich vielen Bildkugeln jede Kugel dieses 
Büschels unter einem bestimmten Winkel schneiden, 
sowie sie insbesondere zwei seiner Kugeln berühren und 
die eine Potenzkugel derselben rechtwinklig schneiden, wäh- 
rend sie die Potenzebene unter dem Winkel durchsetzen, dessen 
Complement die asymptotischen Ebenen der Fläche zweiten 
Grades mit ihr bilden. Es schneiden daher auch alle Kugeln 
der Systeme zweiter Stufe und zweiten Grades, welche 
zwei gegebene Kugeln K^, Kg unter vorgeschriebenen Winkeln 
^i;^2 gleichartig resp. ungleichartig schneiden, jede Kugel 
des von diesen beiden bestimmten Büschels unter constantem 
Winkel, berühren insbesondere zwei Kugeln desselben, näm- 
lich die Kugeln des einen Systems gleichartig und. die des 
andern ungleichartig, und sind je zu einer Kugel desselben 
orthogonal, nämlich die des ersten Systems zu der äusseren 
Potenzkugel und die des zweiten zur inneren Potenzkugel der 
beiden letzten, d. h. sie gehören zu dem einen oder dem 
andern von zwei Netzen, Unter diesen Kugeln sind je ein- 
fach unendlich viele von unendlich grossem Radius, nämlich 
die beiden Systeme gemeinsamer Tangentialebenen der be- 
rührten Kugeln des Büschels mit gleichartiger resp. ungleich- 
artiger Berührung oder aus dem äusseren resp. dem inneren 
Ahnlichkeitspunkte derselben. Diese Ebenen schneiden irgend 
drei Kugeln des Büschels K^, Kg, K unter denselben festen 
Winkeln <yi,^2,<?, wie das zugehörige Gesammtsystem, und 
wenn diese drei Kugeln als die vom Gesammtsystem unter 
diesen Winkeln geschnittenen bekannt wären, sodass man 
die je mit ihnen concentrischen Kugeln constrüiren kann^ 
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deren Tangentialebenen die nämliclien Winkel mit ihnen 
bilden^ so ist ersichtlich^ dass diese drei Kugeln eiuen gemein- 
samen Ähnlichkeitspunkt besitzen oder zu der nämlichen 
linearen Reihe gehören müssen. Und da zwei Kugeln die 
lineare Reihe bestimmen und die ihr mit dem Büschel der 
Kugeln E^, K^ gemeinsamen (Art. 133) die vom System be> 
rührten Kugeln des Büschels sein müssen^ so hat man hierin 
die sehr einfache Construction der bezüglichen Systeme 
zweiter Stufe und zweiten Grades. 

164. Man schliefst daraus^ dass zu drei Kugeln, die 
nicht zu demselben Büschel gehören und zu bestimmten zu- 
gehörigen Schnittwinkeln ein einfach unendliches System von 
Kugeln existiren muss und dass also weiter zu vier be- 
liebigen Kugeln und zugehörigen vorgeschriebenen 
Schnittwinkeln eine Gruppe von Kugeln zu finden 
sein wird. Zugleich ist der Weg zur Construction deut- 
lich gewiesen. Für drei Kugeln E^^E^^Es bilden wir die 
Paare E^^ Eg und E^^ E3 und bestimmen nach dem Vorigen 
die Systeme zweiter Stufe und zweiten Grades, welche ihnen 
und den zugeordneten Schnittwinkeln 6^j627 ^3 entsprechen. 
Die den Mittelpunktsflächen derselben, also zwei Flächen zweiten 
Grades gemeinsamen Curven bilden den Ort der Centra der 
einfach unendlichen Reihen von Kugeln, die das Problem 
lösen. Die Mittelpunktsfläche des Systems zweiter Stufe und 
zweiten Grades aus K^^K^ und (f^,cfj^ muss mit den beiden 
vorigen ein Büschel bilden. Aber man erhält zugleich aus 
dem Vorigen durch dieselbe Combination den Doppelsatz: 
Die sämmtlichen Kugeln, welche drei gegebene unter 
vorgeschriebenenWinkeln schneiden, schneiden unter 
Constanten Winkeln alle die Kugeln, welche durch die zwei 
gemeinsamen Punkte derselben gehen, also alle Kugeln 
ihres Bündels; und die concentrischen Kugeln der gegebe- 
nen und ihrer Büschel, die von den je gleichwinklig schnei- 
denden Ebenen umhüllt werden, haben gemeinsame Ahnlich- 
keitsaxen. 

Bildet man dann weiter aus vier gegebenen Kugeln 

Ei,..E4, denen die Schnittwinkel ö^y.ö^ zugeordnet sind, 

zwei Tripel E^, Eg, E^ und E^, E3, E4, so liefern das erste 

16* 
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wie das zweite als Orte der Centra der zugehörigen Kugel- 
reihen Curven, welche gleichmässig auf der Fläche der Centra 
des zweifach unendlichen Kugelsystems vom zweiten Grade 
liegen, das aus den Kugeln Kg, Kg mit den zugehörigen Schnitt- 
winkeln (Jg, ^^3 entspringt; durch dieselben Punkte müssen die 
aus den Tripeln K^, Kg, K^ und K^, Kg, K^ entstehenden 
Curven gehen. Man hat aber zugleich ebenso den Doppel- 
satz: Die Kugeln, welche vier gegebene Kugeln unter 
vorgeschriehenen Winkeln schneiden, schneiden auch 
unter constantem Winkel jede Kugel, welche zu dem 
durch sie bestimmten Netze gehört; und die concen. 
trischenKugeln, welche von den gleichwinklig schnei- 
denden Ebenen umhüllt werden, haben gemeinsame 
Ahnlichkeitsebenen. Die gesuchten Kugeln gehören 
zu den Büscheln, welche von diesen Ahnlichkeits- 
ebenen mit der gemeinsamen Potenzkugel der vier 
Kugeln bestimmt werden; solcher sind acht, den acht 
Ahnlichkeitsebenen entsprechend, und jedes der Büschel ent- 
hält zwei der verlangten Kugeln; legt man durch das be- 
treffende Perpendikel, die Centrale des Büschels, nach dem 
Centrum der ersten Kugel eine Ebene, so hat man in dem 
Büschel von Kreisen, welches der Schnitt dieser Ebene mit 
der Potenzkugel und mit der Ahnlichkeitsebene bestimmt, die- 
jenigen Kreise zu finden, welche den Querschnitt mit der 
Kugel Kl unter dem Winkel 6^ schneiden. Dies ist die ein- 
fache Lösung des Hauptproblems; offenbar liefert sie für 
die betheiligten Systeme zweiter Stufe und zweiten Grades 
Zusammenhänge, auf welche wir ebensowenig eingehen können, 
wie auf die speciellere Ausbildung der Constructionen für 
reelle und nicht reelle Schnittwinkel und für Kugeln von 
gegebenem Mittelpunkt und negativem Kadiusquadrat. Es 
muss genügen, auf die vollkommen analoge Construction des 
entsprechenden Problems in der Ebene (Art. 126 f.) und auf die 
Erörterungen des Art. 118 über die gleichwinklig schneiden- 
den zu gegebenen Kugeln zurückzuweisen. Was für die An- 
wendung der Transformation durch reciproke Radien auf 
diese Probleme und Systeme zu sagen wäre, kaim aus Art. 
119 entwickelt werden und wir müssen darauf verweisen. Mit 



Der Kegelschnitt aus dem einfachen Hyperboloid. 165. 229 

der Forderung der Berührung oder des Schnittes unter 0® 
resp. 180** gehen die Constructionen der Hauptprobleme von 
selbst in die des Apollonischen Problems im Räume und in 
der Ebene zurück. 

165. Da wir nun wissen, dass durch den Kegelschnitt 
im Räume, dessen Orthogonalprojection auf die Tafel wir vorher 
betrachteten, ausser seiner Ebene und den beiden Kegeln, die 
ihn erzeugen, einfach unendlich viele, theils einfache, theils 
zweifache gleichseitige Rotationshyperboloide gehen, so können 
wir denselben auch als Durchschnitt seiner Ebene mit 
einem dieser Hyperboloide oder als Durchdringung 
eines Kegels mit einem Hyperboloid und endlich als 
Durchdringung von zwei Hyperboloiden betrachten, 
deren jedes einfach oder zweifach sein kann. 

Wir wollen die einzelnen Fälle, soweit sie es nahe legen, 
mit einigen Bemerkungen erläutern. 

Zuerst den Kegelschnitt als Querschnitt seiner 
Ebene mit einem gleichseitigen Rotationshyper- 
boloid; den Ort der Centra derjenigen Kreise im Netz, 
welche in Bezug auf die Spur der Ebene im Sinne 
des Art. 28 den durch ihre Tafelneigung bestimmten 
Modul cotan a besitzen (wir besprechen d^n allgemeinen 
Fall und überlassen die Specialisirung für Parabel und gleich- 
seitige Hyperbel dem Leser). Für die Construction dieses 
Querschnittes führt die darstellende Geometrie auf die Be- 
nutzung von Meridianen resp. Parallelkreisen des Hyper- 
boloids und sie zeigt im Fall des einfachen Hyperboloids, 
dass die Construction auch durch die Tangentialebenen des 
Hyperboloids in Punkten des Kehlkreises sehr einfach 
vollzogen werden kann. 

Eine P^rallelkreisebene kann durch die Orthogonal- 
projection g^ der Geraden g, in welcher sie der Schnittebene 
begegnet, bestimmt gedacht werden, und man erhält aus ihrem 
Abstände von der Tafel den Radius des Parallelkreises F, also 
seine Orthogonalprojection P^ und in den Schnitten mit g^ die 
Centra der Bildkreise im Netz von jenem Abstand als Radius 
oder zwei Punkte des Kegelschnittes mit ihren Kreisen. 

Bei der Benutzung von Meridianebenen hat man 
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für einen Durchmesser der Spurkreise S^ und Ss als Spur 
den parallelen Durchmesser des Distanzkreises als Fluchtlinie 
und zugleich auch jenen als Orthogonalprojection der Ver- 
schwindungslinie, somit in den Schnittpunkten derselben mit 
der Spur s und der Orthogonalprojection r^ der Verschwin- 
dungslinie "der Ebene den Durchstosspunkt 8 und den Punkt 
Biy das Centrum des dem Distanzkreise gleichen und gleich- 
sinnigen Kreises in der linearen Reihe der Geraden^ in der 
der gewählte Meridian die Schnittebene schneidet; ihre Schnitte 
mit der Meridianhyperbel liefern zwei Punkte des Kegel- 
schnittes und die zugehörigen Bildkreise. Es ist die Bestim- 
mung derjenigen Paare von Kreisen eines Netzes, welche 
einem der gleichen Büschel desselben angehören, die ihre 
Centralen im Durchmesser des Orthogonal- resp. Diametral- 
kreises haben und dabei ihren einen Ahnlichkeitspunkt in 
einer festen Geraden und einen vorgeschriebenen Modul in 
Bezug auf dieselbe haben. 

166. Denken wir speciell den Kegelschnitt als Quer- 
schnitt seiner Ebene mit einem der einfachen gleichseitigen 
Rotationshyperboloide, die durch ihn gehen, so können wir 
die Tangentialebenen desselben in Punkten seines Kehlkreises 
als Hilfsebenen benutzen (Fig. 84), weil jede derselben zwei 
unter 45^ zur Tafel geneigte gerade Mantellinien aus dem 
Hyperboloid schneidet, deren Schnittpunkte mit der Schnitt- 
ebene also zum Querschnitte gehören. Wir wollen der Ein- 
fachheit wegen diese Kehlkreisebene als Tafel annehmen, so- 
dass wir die Kreise eines Netzes mit Orthosonalkreis 
erhalten, die in Bezug auf eine gegebene Gerade s 
einen vorgeschriebenen Modul haben. Weil dann die 
Bildkreise der Punkte dieser Mantellinien die lineare Reihe 
bilden, die die Spur der Tangentialebene oder ^ie Tangente 
des Kehlkreises zur Centrale haben und sich in ihrem Be- 
rührungspunkte nach dem zugehörigen Radius als ihrer gemeia- 
samen Tangente berühren, so sieht man, dass der Kegel- 
schnitt hierbei durch diejenigen Paare der Bildkreise 
seiner Punkte construirt wird, welche einander be- 
rühren. Man denkt etwa die Tangentialebene mit ihren Mantel- 
linien in die Tafel umgelegt, sodass sie als die zur Spur oder 
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Eehlkreistangente im Berülirimgspunkte unter 45^ geneigten 
Geraden (jg), (l) erscheinen, und trägt in demselben Punkte recht- 
winklig zur nämlichen Linie die Länge der hier errichteten 
Tafelnormale bis zur Schnittebene auf; um durch Verbindung 
ihres Endpunktes mit dem Durchstosspunkte S in der Spur 
die Umlegung (d) der Schnittlinie d der Ebene des Kegel* 
Schnittes mit der Tangentialebene, und in den Schnittpunkten 
{g)(d)f (l){d) die Umlegungen der fraglichen Punkte des Quer- 
schnittes, aus ihnen aber die Orthogonalprojectionen und 
Bildkreise derselben zu erhalten. 

Indem man bemerkt, dass die Schnittpunkte jedes so 
gefundenen Bildkreises mit dem Kehlkreise des Hyperboloids als 
seinem Orthogonalkreise die Berührungspunkte 2\ und T^ der 
von seinem Mittelpunkte P^^ an diesen gehenden Tangenten ^^,^2, 
d. h. zugleich die Durchstosspunkte der beiden geraden Mantel- 
linien g und l sind, welche sich im Punkte. P des Hyper- 
boloids schneiden, erkennt man nach Art. 90 die Verbindungs- 
linie T^T^ dieser Durchstosspunkte oder die dem Bildkreise 
mit dem Orthogonalkreise gemeinsame Sehne als die Spur 
der Tangentialebene des Hyperboloids in P und ihren Durch- 
schnittspunkt St mit der Spur s der Schnittebene daher als den 
Durchstosspunkt der Tangente des Kegelschnittes in P, somit 
zugleich Pi^St als die Tangente der Orthogonaljprojection in 
P/; und ebenso für die folgenden. (In Fig. 84 Tafel XIV 
steht St\ in Fig. 85, Tafel XV St^ angegeben.) Um von P^^ 
zu Pj^ und seinem Kreise liberzugehen, hat man die zu Pi^T2 
in T2 unter 45^ geneigten Geraden und die Verbindungslinien 
ihres Durchstosspunktes S2 mit den Endpunkten des zu S^ T^ 
normalen Durchmessers im Bildkreise von Pj* zu ziehen; sie 
liefern Pi^ und seinen Bildkreis und ebenso erhält man aus diesem 
P^ und dessen Bildkreis, etc. Ist der Schnitt elliptisch, d,h. 
die Tafelneigung der Ebene kleiner als 45^, so besitzen die 
beiden durch ihn gehenden gleichseitigen Rotationskegel mit 
zur Tafel normaler Axe Basiskreise aus den Brennpunkten 
der Ellipse, von der einer den andern umschliesst und die 
zu ihrem inneren Potenzkreise den Kehlkreis des Hyperboloids 
haben. Ist dagegen der Schnitt hyperbolisch, weil die Tafel- 
neigung der Ebene 45^ übertrifft, so haben die durch ihn 
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gehenden Eegel Basiskreise^ die einander ausschliessen und die 
denEehlkreis des Hyperboloids zum äusseren Potenzkreise haben. 
In Fig. 84 ist die vorbetrachtete Construction für den elliptischen 
Querschnitt oder die Eegeldurchdringung bei umschliessenden 
Grundkreisen und für den inneren Ahnlichkeitspunkt; in Fig. 85 
aber für den hyperbolischen Querschnitt des einfachen Hyper- 
boloids vom Kehlkreise P oder die Eegeldurchdringung bei 
ausser einander liegenden Grundkreisen und für den äusseren 
Ähnlichkeitspunkt für die Gruppen P^^, P^\ P^, P{^ durch- 
geführt. Der Vergleich beider macht deutlich^ dass der 
Durchgang durch das Unendlichferne, der beim hyperbolischen 
Schnitt stattfindet, sich in der Art der Berührung der auf 
einander folgenden Bildkreise manifestirt; in Fig. 85 liegen 
die Punkte P^, P^ und P^ auf dem einen und der Punkt 
Pj^ liegt auf dem andern Aste der Hyperbel, und der Bild- 
kreis des letzten Punktes schliesst sich an seine beiden Nachbar- 
bildkreise in einschliessender Berührung an, während der von 
P^ mit dem von P^*, etc. sich ausschliessend berührt. 

Wenn man mittelst der Transformation durch reciproke 
Radien die Grundkreise C und K in Fig. 84 in concentrische 
Ereise verwandelt (Art. 80), so gewinnt die berührende Reihe 
von Bildkreisen in der Anordnung der Durchdringung wie Fig. 7 7, 
Tafel Xni ihre einfachste Gestalt. Die hyperbolische Reihe 
in Fig. 85 bringen wir auf ihre einfachste Form, indem 
wir die Grundkreise C und K in gleiche Ereise und den 
Potenzkreis in ihre Potenzlinie verwandeln durch Wahl des 
Anfangspunktes auf den Potenzkreise (Art. 80). Wir knüpfen 
an diese einfachsten Fälle in Art. 168 eine specielle Unter- 
suchung. 

167. Hat man in dieser Art die beiden Bildkreise eines 
Eegelschnittes construirt, welche sich in einem Punkte ihres 
Orthogonalkreises berühren, so kann man für den zweiten 
Schnittpunkt eines jeden derselben mit diesem den neuen Bild- 
kreis construiren, der hier den vorigen berührt und so weiter; man 
erhält dann ein System von Bildkreisen des Eegelschnittes, 
von denen jeder seine beiden Nachbarn berührt, und 
es entspringt die Frage, ob die Reihe derselben sich 
schliesst oder nicht, d.h. ob — eventuell nach einer be- 
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liebigen Zahl von Umgängen — bei Fortsetzung des Ver- 
fahrens di^ Construction wieder zu einem der schon gefun- 
denen Kreise zurückführt und damit der Reihe nach zu allen 
übrigen, oder nicht. Man sieht, dass diese Frage identisch ist 
mit der Frage nach der Möglichkeit, dem Kegelschnitte ein 
Vieleck einzuschreiben, welches zugleich dem Ortho- 
gonalkreise seines Bildkreissystems umgeschrieben 
isty d. h. für welches die Verbindungslinien der auf einander 
folgenden Ecken Tangenten dieses Kreises sind. Man sieht aber, 
dass unsere stereometrische Anschauung die Frage in folgende 
verwandelt: Wenn liegen die durch die Bildkreise repräsentirten 
Punkte in einer Ebene? Oder wenn ABC ,. P ein dem Kreise 
umgeschriebenes nseii ist, wenn liegen die Endpunkte der Per- 
pendikel, die man in seinen Ecken auf der Ebene derselben 
errichtet und denen man die Länge der von da ausgehenden 
Tangenten nach derselben Seite der Ebene giebt, in einer 
Ebene? 

Und wenn eine solche sich schliessende Beihe von 
Kreisen gefunden wäre, so erkennt man, dass deren unzählig 
viele exidtiren müssen oder dass mit jedem beliebigen Bild- 
kreise beginnend die Reihe der einander berührenden Bild- 
kreise sich, und zwar mit derselben Zahl von Kreisen wie 
vorher, schliessen muss; denn für P, P^^^, P(^\ ...p(*^ als die 
Kreise der ersten Reihe, in dem Sinne also, dass die Con- 
struction von p (*» + *) aus P^'») nach voriger Methode wieder 
auf P zurückführt und M, M^^^, M^^) ... M^''^ als Ki-eise einer 
zweiten Reihe einander berührender Bildkreise liegt noth- 
wendig der äussere Ahnlichkeitspunkt der Kreise M und M 
in der Spur der Kegelschnittebene oder der Potenzlinie der 
Grundkreise des Kegelschnitts, und die Kreise P, P ^^\ P (*). , , P («^, 
M, M<^^, M^^^, . . . M^"^ berühren nicht bloss jeder seine beiden 
Nachbarn in der bezüglichen Reihe, sondern auch diese Grund- 
kreise (ungleichartig im Fall der Ellipse, gleichartig im Fall 
der Hyperbel); die Potenz jenes Ahnlichkeitspunktes in Be- 
zug auf jeden der beiden Grundkreise ist daher seiner gemein- 
samen Potenz in Bezug auf die Kreise P und M gleich und 
von demselben Zeichen; wenn also der Kreis P^^^ die Grund- 
kreise und den Kreis P berührt, so muss auch der Kreis M^^^, 
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der mit ihm jenen Punkt zum Ahnlichkeitspunkte hat und für 
denselben die gemeinsame Potenz mit P<^> besitzt, wie für 
jeden der Grundkreise, den Kreis M und die Grundkreise be- 
rühren, etc. 

Offenbar beweisen dieselben Gründe auch, dass zu jedem 
Kreise, der zwei benachbarte Kreise der einen Reihe, z. B. 
M, M^^^ und einen der Grundkreise berührt, ein anderer 
existirt, der die entsprechenden Kreise der andern Reihe, also 
P, p(*^ und denselben Grundkreis berührt und mit ihm, mit 
M, P und M^^V^ denselben Ahnlichkeitspunkt in der Po- 
tenzlinie der Grundkreise hat. 

168. Wenn insbesondere der Kegelschnitt ein Kreis ist und' 
diebeidenGrundkreise(Art.l48) concentrischsind, so wird 
die Bedingung des Schliessens evident. Wenn die Grund- 
kreise die Radien r^ und ^2 haben und n Kreise eine geschlos- 
sene Reihe bilden (wobei n rational aber nicht nothwendig 
ganz ist), so theilen die Radien vom Mittelpunkte der Grund- 
kreise nach den Mittelpunkten zweier benachbarten Kreise 
der Reihe den Vollwinkel in n gleiche Theile, und der Radius 
nach dem Berührungspunkte der letzten hälftet ein^n solchen 
Theilwinkel. Nun ist der Radius für jeden Kreis der Reihe 
die halbe Differenz der Radien der Grundkreise und der Ab- 
stand ihrer Centra vom gemeinsamen Centrum der Grund- 
kreise die halbe Summe derselben; man hat also 
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auch ist der Radius des Orthogonalkreises, der die Berührungs- 
punkte der Kreise der Reihe enthält, das geometrische Mittel 
der Radien der Grundkreise, mit denen er concentrisch ist. 
Die Abbildung durch reciproke Radien, bei der alle 
Kreise in Kreise übergehen und die Relationen der Berührung 
und des rechtwinkligen Schnittes erhalten bleiben, führt diesen 
Fall zum allgemeinen Falle von zwei nicht schneidenden Grund- 
kreisen zurück. Wir denken ein Centrum reciproker Radien im 
Abstände o vom gemeinsamen Mittelpunkte der Grundkreise 
mit den Radien »•i,»*2 ^^^ nehmen den Radius des Directrix- 
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kreises gleich Eins^ für welchen ihnen Kreise von den Radien 
R^ und R2 entsprechen; dann giebt die Formel des Art. 76 
für diese Radien die Werthe 

und für die Distanzen ihrer Centra vom Anfangspunkte der 
reciproken Radien 
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und somit für ihre Centraldistanz 

und mit — = 1c auch — = — (Uj — kB^) = — l-fr — jBs) • 
Daraus folgt 
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oder 

^-R« _ X.2 g' - (-Rl - ^-^2)' 

d. h. Äc^ü^ — ÄJB2) = (kB^ — B^yiB^ — ^^2)% 
und somit; da B^ nicht gleich hB^ ist^ 

jfcc« = {B^ - hB2)(JcBi — JBg), 

oder mit Einführung von tan* — «= - — - , 

169. Für Kreise, die einander ausschliessen, hat man 
nur das Zeichen von JJg zu .wechseln, weil dann der Anfangs- 
punkt der reciproken Radien zwischen den beiden concen- 
trischen Kreisen genommen sein muss. Dann ist insbesondere 
auch möglich, dass B^ = 2?2 schreiben wir gleich B ist, 
wofür 



1c(^ = B^{l+Jcy und -J-, = (i±^ 



2 
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1 + sm — 

wird. Aus h = folgert man aber hiemacli -5 = 

1 — sin — cos — 

n n 

Betrachtet man aber die beiden gleichen Kreise als zwei aus 

einem Ringe von n* Kreisen, die einen andern Kreis umgeben, 

und von denen m zwischen jenen liegen, so hat man auch 

^ . (w + 1) « 

2 sin ^ -ir^— 

c n* 



B . n 

sm 



n* 



und wenn dieser Ausdruck mit dem Vorigen identisch sein 
soll, so muss für gerades w* 

m + 1 = yn* 
sein, oder 

» 7C n • / TT fc\ 

sm — Ä = cos — = sin 1 —} , 

d. h. weil n sowohl als w* grösser als 2 sein müssen, 

n * n* 2 

Und wenn w* ungerade wäre, so bleibt dieselbe Lösung, Denn 
mit den concentrischen Originalkreisen und dem Kreise 1 als 
einem des schliessenden Ringes, der den äusseren Original- 
kreis in Ä berührt, denke man einen Bjreis, der 1 in J. und 
zugleich den inneren Originalkreis berührt und nun den Kreis 
1*, welcher diesen in dem Berührungspunkte des letzten und 
zugleich den äusseren Originalkreis berührt. Diesen Kreis 1* 
hinzugefügt erhält man dieselbe Relation als einzige Lösung 
für ungerade w*. 

Aus 1 — * = 2^ folgen die zusammengehörigen Lösun- 
gen, z. B. 

3,6; 4,4; 5,f ; 7,^; 8,|; 9,^; 10, |; 14, |; etc. 

18, |; 22,^; etc. 

unter denen die beiden ersten die einzigen ganzzahligen sind. 

Aus dem Ringe zwischen concentrischen Kreisen 
und aus dem zu gleichen excentrischen Kreisen können 
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also durch Transformation nach reciproken Radren die allge- 
meinen Formen dieser Kreisringsysteme abgeleitet werden, die 
Orte ihrer Centra werden dann resp. elliptisch oder hyperbo- 
lisch. Denken wir aber die Kreise als Hauptkreise von Kugeln, 
so erkennen wir jene einfachen Formen als äquato reale re- 
spective meridionale Schnitte der Rotationsfläche, die wir als 
Tor US bezeichnet haben, mit dem berührenden und geschlosse- 
nen Ringe von Kugeln, welcher derselben eingeschrieben oder 
umgeschrieben werden kann, entweder nach Meridianen oder 
nach Parallelkreisen sie berührend, und ihre Umformungen 
durch reciproke Radienvectoren somit als die Umhüllungen 
Dupin'scher Kugelreihen oder alsCycliden. Die Relation 

1 — « ■= ^ giebt die Abhängigkeitzwischen denZahlen 

der Kugeln in zwei so zusammengehörigen geschlos- 
senen Ringen und spricht damit zugleich aus, dasa aus 
der Geschlossenheit des einen die des andern noth- 
wendig folgt. Aber es muss hier mit diesen Andeutungen 
genug sein. 

170. Nach der Betrachtung eines der gleichseitigen ein- 
fachen Rotationshyperboloide, die nach Art. 156 f. durch den 
Kegelschnitt gehen, wollen wir nun die Gesammtheit der- 
selben in's Auge fassen unter Verbindung mit der Parallel- 
verschiebung der Tafel nach ihren jeweiligen Kehlkreisen, bei 
welcher sich der Kegelschnitt in der Tafel nicht ändert. Die 
jeweiligen Bildkreise der Kegelschnittpunkte sind rechtwinklig 
zu dem entsprechenden Kehlkreise, oder unter ihren Radien 
sind zwei seiner Tangenten nach Lage und Grösse, die Ortho- 
gonMprojectionen der zwischen dem entsprechenden Punkte 
des Hyperboloids und der Ebene seines Kehlkreises liegenden 
Stücke der zugehörigen geraden Erzeugenden und der Höhe 
jenes Punktes über dieser Ebene gleich. Da nun für zwei 
beliebige Lagen der Tafelebene in allen Punkten zwischen 
denselben die Summe und in allen Punkten ausserhalb ihres 
endlichen Zwischenraumes die Differenz der Abstände von 
ihnen constant ist, nämlich gleich dem Abstände der Ebenen 
von einander — in den Punkten der einen oder andern Ebene 
selbst, wo der eine Abstand Null ist, gehen Summe und Diffe- 
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renz in einander über — so gilt filr irgend zwei den Kegel- 
schnitt in der Tafel reell doppelt berührende Kreise, welche 
die Kehlkreise von zwei durch den Kegelschnitt im Räume 
gehenden einfachen gleichseitigen Botationshyperboloiden sind, 
das Gesetz, dass für alle Punkte des Kegelschnitts in 
der Tafel die Summe oder die Differenz der Längen 
der Tangenten constant ist, welche von ihnen an 
jene Kreise gehen; näher für die Ellipse in der Art, dass 
für alle Punkte derselben zwischen den Berührungsstellen des- 
selben Kreises die Dijflferenz und für die Punkte zwischen 
einer Berührungsstelle der einen und der benachbarten des 
andern Kreises die Summe constant ist; für die Hyperbel 
ebenso, falls (Fig. 86*, Tafel XIV T^ , T2) die Berührungspunkte 
beider betrachteten Kreise demselben Aste angehören und als 
zwischen einem Berührungspunkte des einen und. der benach- 
barten des andern gelegen der endliche Bogen vom einen zum 
andern angesehen wird; dagegen, falls die Berührungspunkte 
des einen und des andern Kreises zu dem einen und dem 
andern Aste gehören (Fig. 86^, Tafel T^, Tg*) so, dass für 
die Punkte der endlich begrenzten Theile beider Aste die 
Summe und für die Punkte der unbegrenzten Theile die Diflte- 
renz constant ist — in jedem Falle natürlich dem normalen 
Abstände der zugehörigen Lagen der Tafel gleich, also resp. 
Tj und Tg in (Fig. 86»), T^ und Tg (Fig. 86^) und Ti, Tg* 
ebenda; in den Berührungsstellen findet der Übergang von 
Summe zu Differenz statt. 

Wenn die angenommene Lage der Tafelebene durch einen 
Scheitel des Kegelschnitts im Räume geht, so fallen die beiden 
BerühruBgsstellen des zugehörigen Kehlkreises in diesem 
Scheitel zusammen, der zugehörige Kehlkreis hat eine vier- 
punktige Berührung oder steht in Osculation zweiten 
Grades mit dem Kegelschnitte im Scheitel; die Länge seines 
Halbmessers wird durch die gerade Linie der Kegelspitzen (S^ 
auf der Horizontalen durch den Scheitel abgeschnitten. Die 
Mittelpunkte dieser Kreise oder die den Scheiteln ent- 
sprechenden Krümmungsmittelpunkte begrenzen auf der Haupt- 
axe des Kegelschnittes die Strecke, welche reelle Mittel- 
punkte doppelt berührender Kreise enthält; bei der Ellipse 
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die endliche Strecke zwischen ihnen, bei der Hyperbel die 
unendliche ausserhalb derselben; für jeden Punkt der andern 
Streckentheile als Centrum ist der doppelt berührende Kreis 
imaginär. 

Da für die durch ® resp. Ä gehende Tafel das centrische 
Rotationshyperboloid durch den Kegelschnitt die Grenzform des 
Kegels hat, so sind die Brennpunkte des Kegelschnitts als 
doppelt berührende Kreise desselben vom Radius Null 
anzusehen; die zugehörige Spur der Ebene des Kegelschnittes 
in der Tafel ist die entsprechende Directrix. Die Eigenschaft 
von den Tangentenlängen geht bei der Ellipse richtig in die 
Constanz der Summe, bei der Hyperbel der Differenz der 
Radienvectoren über — denn ein Übergang vom einen zum 
andern findet nicht statt und die Ellipse liegt ganz zwischen, 
die Hyperbel- ganz ausserhalb der durch ß und ffi gelegten 
Tafelebenen T^, T2. 

Aus zweiKreisen, welche denKegelschnitt doppelt 
berühren und der constanten Länge der algebraischen 
Tangentensumme kann der Kegelschnitt construirt 
werden — die Durchdringung zwischen zwei einfachen Hyper- 
boloiden bei gegebenem Abstände der Axen und der Kehlkreis- 
ebenen sowie den Kehlkreisradien; ist sie der Länge der inneren 
oder äusseren gemeinsamen Tangenten gleich, so erhält man 
offenbar diese selbst als den zugehörigen Kegelschnitt. Man 
schliesst daraus: Wenn drei Kreise so liegen, dass drei 
der ihnen in Paaren gemeinsamen Tangenten durch 
einen Punkt gehen, so gehen auch die drei andern 
durch einen Punkt. 

Wenn man den einen Berührungspunkt des Kegelschnitts 
mit einem seiner doppelt berührenden Kreise mit seinen 
Brennpunkten und mit dem Mittelpunkte dieses Kreises durch 
gerade Linien verbindet, so ist die letzte eine Halbirungslinie 
der Winkel der ersten, und ein Kreis (aus einem Punkte der 
Neben axe des Kegelschnitts) durch die Brennpunkte und den 
betrachteten Berührungspunkt schneidet die Nebenaxe in dem- 
selben Punkte F mit jenem Radius des Berührungskreises. In 
Fig. 87, Tafel XV ist für die elliptische Durchdringung und 
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den doppelt berührenden Kreis F dieser Kreis und der Punkt 
F der Nebenaxe angegeben. 

17L Betrachten wir schliesslich den Kegelschnitt als 
Durchdringung von Kegel und Hyperboloid oder von 
zwei Hyperboloiden, einfachen oder zweifachen, so ist, weil 
diese Flächen Rotationsflächen mit parallelen Äxen sind, das 
System der zu diesen normalen oder der zur Tafel parallelen 
Ebenen das natürliche System der Hülfsebenen; man construirt 
dann den Kegelschnitt aus den Paaren seiner gleichen Bildkreise 
mit zur Spur seiner Ebene parallelen Centralen. Für Kegel 
und Hyperboloid haben diese Bildkreise mit der Spur des 
Kegels Berührung, mit der Spur des Hyperboloids Schnitt 
unter constantem reellen oder imaginären Winkel, je nach- 
dem dasselbe ein einfaches oder zweifaches ist; im letzten 
Falle, wo bei geeigneter Lage der Tafel diese Spur auch un- 
endlich klein oder auch imaginär sein kann, tritt auch der 
Fall des Schnittes eines imaginären Kreises unter constantem 
Winkel mit der Berührung an einen Kreis als Entstehungs- 
art des Kegelschnittes auf; und wenn insbesondere die Tafel 
die Hauptebene des betheiligten Hyperboloids ist, der recht- 
winklige Schnitt der Bildkreise mit dem Kehlkreise resp. der 
diametrale Schnitt derselben mit dem Scheitelkreise oder der 
Spur der Scheitelberührungskugel. Für zwei Hyperboloide 
ist das Bildkreissystem des Kegelschnitts das System der 
Kreise, welche die beiden Spurkreise unter vorgeschriebenen 
Winkeln schneiden und wird aus seinen Paaren gleicher 
Kreise mit zur Spur seiner Ebene parallelen Centralen ge- 
bildet. Für eine bestimmte Lage der Hülfsebene H erhalten 
wir als sie bestimmend ihre Schnittlinie mit der die beiden 
Axen verbindenden Ebene als ein Perpendikel zu diesen und 
daher ihre Schnitte mit den in der Axenebene liegenden 
Meridianhyperbeln nach Art. 66, 75, Fig. 33, 39; durch sie 
als ihre Abstände von den zugehörigen Axen die B,adien der 
Parallelkreise, nach welchen H die Flächen schneidet, und 
in den Durchschnittspunkten dieser beiden Parallelkreise die 
Mittelpunkte der beiden Bildkreise; ihre Radien sind dem 
Abstände der Hülfsebene H von der Tafel gleich. Die zu- 
gehörigen Tangenten des Kegelschnittes werden als Durch- 
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schnittslinien der Tangentialebenen beider Flächen im be- 
trachteten gemeinsamen Punkte erhalten. 

Von den speciellen Fällen der Durchdringung bei ge- 
gebener Lage und Art der durchdringenden Flächen wollen 
wir zuerst den bemerken, wo beide Flächen dieselbe Axe 
haben; gleichviel ob Hyperboloid und Kegel oder zwei Hyper- 
boloide und ob einfache oder zweifache Hyperboloide, ist der 
im Endlichen gelegene Theil der Durchdringung ein Kreis. 
Sodann — also mit Übergehung der besonderen Fälle der 
Parabel und der gleichseitigen Hyperbel — den Fall, wo die 
eine Fläche ein Kegel S, C^ und die andere ein durch 
seine Spitze gehendes Hyperboloid (Axe a und Mittel- 
punkt M) ist; dann hat das Hyperboloid, wenn es ein ein- 
faches ist, die beiden von der Kegelspitze ausgehenden ge- 
raden Mantellinien, die Geraden nach den Schnittpunkten der 
Spurkreise beider Flächen in ihrer Potenzlinie s, mit dem 
Kegel gemein (Fig. 88), ist es aber ein zweifaches (Fig. 89) 
so ist die Spitze des Kegels der einzige reelle Punkt der 
Durchdringung im Endlichen; doch ist die Ebene der Durch- 
dringung bestimmt, denn die Potenzlinie s zwischen den Spur- 
kreisen des Kegels und des Hyperboloids ist ihre Spur. Man 
hat also als specielle Formen des Kegelschnittes das reelle 
und das imaginäre Paar von geraden Linien gefunden 
— wie dies im Grunde genommen schon im vorigen Art. 
mit den gemeinsamen Tangenten der gegebenen doppelt be- 
rührenden Kreise geschehen ist. Die zugehörigen Brennpunkte 
sind im Schnittpunkte der Geraden vereinigt. Offenbar können 
auch zwei einfache gleichseitige Rotationshyper- 
boloide mit parallelen Axen einen Punkt, die zugehörige 
Tangentialebene und somit die beiden zugehörigen Mantel- 
linien gemein haben, womit derselbe Fall gegeben ist; und 
wenn wir bemerken, dass die gemeinsame Tangentialebene 
als durch den Berührungspunkt gehende Normalebene seiner 
Meridiane (Art. 90) in beiden Flächen das Zusammenfallen 
der letzten fordert, so erkennen wir, dass auch der Special- 
fall der auf einen reellen Punkt beschränkten Durchdringung 
bei zweifachen Hyperboloiden existirt; die Meridianhyperbeln 
in der Verbindungsebene beider Axen haben einen Punkt P 
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und die zugehörige Tangente t gemein und diese Tangente 
ist zu jenen Axen unter einem 45^ übersteigenden Winkel ge- 
neigt, wie im ersten Fall unter einem kleinern. Die Be- 
stimmung der Meridiane aus diesen Daten erfolgt nach Art. 67, 
Fig. 35; die nämliche Figur giebt beides, wenn das erstemal 
dieNebenaxen und das zweitemal dieHauptaxen der Hyperbeln 
als die gegebenen Rotationsaxen der Hyperboloide angesehen 
werden — die Figg. 90, 91 skizziren beide Fälle einzeln. Da- 
mit kann der elementare Theil der Theorie der Kegelschnitte 
für erledigt angesehen werden und über diesen wollen wir 
nicht hinausgehen. Die Stellung derselben zu allen Haupt- 
aufgaben dieser Schrift ist vollständig geklärt. Wir wenden 
uns zu einer 

Schlussbetraohtung über die Geometrie der Kreise 

auf der Kugel. 

172. In Art. 115 ist bereits die Bemerkung gemacht 
worden, dass die gewonnenen planimetrischen Ergebnisse sich 
durch die Transformation mittelst reciproker Radien in die 
Sphärik übertragen. Aber wir wollen schliesslich die da- 
bei massgebenden Vorstellungen etwas genauer erläutern. 
Wir wissen, dass die Transformation durch reciproke Radien 
aus einem bestimmten Anfangspunkte und mit gegebener 
Potenz Kugeln in Kugeln, Ebenen und gerade Linien in 
Kugeln und Kreise durch das Centrum überführt und dass 
dabei zwischen der Original- und Bildfigur Gleichheit der 
entsprechenden Winkel besteht. Wir betrachten daher, wenn 
die Originalfigur ein ebenes System von Kreisen ist, jeden 
dieser Kreise als Hauptkreis einer Kugel, die also in ihm 
die Ebene orthogonal durchschneidet und zu seinen Polen 
die durch ihn dargestellten Punkte hat; dann' verwandelt die 
Transformation die Ebene in eine Kugel, welche den Anfangs- 
punkt enthält und jede dieser Kugeln in eine zu ihr in allen 
Punkten ihres Durchdringungskreises, des Bildes vom eben 
betrachteten gegebenen Kreise, orthogonaleKugel. Insofern 
die Figuren der Ebene dadurch auf die ihr entsprechende 
Kugel durch den Anfangspunkt von diesem aus projicirt wer- 
den und umgekehrt die der Kugel auf die Ebene, benennt 
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man diesen Zusammenhang als die stereographische Prö- 
jection der Kugel; für einen Punkt der Kugeloberfläche 
als Gentrum ist die Projectionsebene oder Bildebene als eine 
der zu seinem Durchmesser normalen Ebenen zu wählen, 
etwa auch als die zu ihm normale Diametralebene*, die Di- 
rectrixkugel der entsprechenden reciproken Radien ist die 
um das Projectionscentrum beschriebene Kugel des Büschels, 
welches die gegebene Kugel und die gewählte Bildebene be- 
stimmen, im letztgedachten Falle also die Kugel vom Radius 
r y2 für r als den Radius der gegebenen Kugel. Weil für 
irgend einen Kreis auf der Kugel der Mittelpunkt der durch 
ihn gellenden Orthogonalkugel zur gegebenen der Pol seiner 
Ebene, in Bezug auf die Kugel oder die Spitze des zugehö- 
rigen Berührungskegels ist und der Mittelpunkt des Kreis- 
bildes auf der Projectionsebene in dem vom Anfangspunkte 
nach diesem Punkte gehenden Strahle liegt, so ^at man den 
Satz, dass das Bild des Pols vom Originalkreise auf 
der Kugel der Mittelpunkt des zugehörigen Bild- 
kreises ist, als einfachen Ausdruck des betrachteten Zu- 
sammenhangs. Concentrische Kreise der Bildebene 
entsprechen daher, weil der aus dem Anfangspunkte nach 
iJirem gemeinsamen Centrum gezogene Strahl c die Mittel- 
punkte der durch die Originalkreise gehenden Orthogonalkugeln 
zur gegebenen oder die Pole der Originalkreisebenen ent- 
halten muss, den Kreisen, welche die durch die Polargerade c* 
jenes Strahles gehenden Ebenen aus der Kugelfläche schneiden ; 
wobei wir erinnern, dass die Polargerade als Durchschnitts- 
linie der beiden Tangentialebenen der Kugel in den Schnitt- 
punkten mit dem gegebenen Strahl erhalten wird — weil 
hier der letztgenannte did Kugel stets durchschneidet. Unter 
diesen Bildkreisen ist die unendlich ferne Gerade der Bild- 
ebene als Bild des unendlich kleinen Kreises in der Tan- 
gentialebene im Anfangspunkte. Das für alle die betrach- 
teten concentrischen Bildkreise gemeinsame Durchmesser- 
system repräsentirt die Gesammtheit derjenigen Kreise auf 
der Kugel, welche von den Ebenen des Büschels von c aus 
ihr geschnitten werden, d. h. die Kreise der Kugel durch 
zwei feste Punkte auf derselben (der eine als Anfangspunkt). 

16* 
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Die durch dieselben, gehenden Orthogonalkugeln der ge- 
gebenen bilden ein Büschel mit Grundkreis, dessen Centrale 
die Gerade c* ist; in der zu c* normalen Diametralebene 
liegt jener Grundkreis, und die beiden Schnitte des Strahls c 
mit der Kugel sind auch seine Schnitte mit derselben; jede 
Ebene durch c* enthält eine der gleichseitigen Hyperbeln, 
welche dieses Büschel repräsentiren. 

Ahnlich für das System des Büschels der Kreise in den 
Ebenen durch c*. Die Kreise des einen Büschels schneiden 
die des andern rechtwinklig, weil die Durchmesser und die 
concentrischen Kreise es thun. Wir haben damit einen Spe- 
cialfall der allgemeinen Figur der sphärischen Büschel voraus- 
genommen, die wir nun betrachten wollen. 

173. Es sei in der Tafelebene ein Büschel von Kreisen 
mit Grundpunkten gegeben — das zu ihm conjugirte Büschel, 
welches dieselben Punkte zu Grenzpunkten hat, ziehen wir 
vorläufig nicht in Betracht — und werde in der Normal- 
ebene zur Tafel durch seine Centrale der Anfangspunkt der 
reciproken Radien und mit der von da zur Tafel gehenden 
Normalen als Durchmesserlage bei beliebigem Radius der 
Hauptkreis K der der Tafelebene entsprechenden Kugel ge- 
dacht. In derselben Normalebene — wir wollen sie als Haupt» 
ebene der Figur bezeichnen — liegen dann auch die Punkte 
der repräsentirenden Hyperbel des Kreisbüschels als End- 
punkte der zur Tafel normalen Durchmesser der Kugeln des 
Kugelbüschels, und wenn wir die erwähnten Figurentheile 
mit dieser Ebene in die Tafel niederlegen, so haben wir in 
der Figur von der Transformation des Büschels durch reci- 
proke Radien zugleich das Wesentliche der hier zu bildenden 
Figur. Die Endpunkte Ä, B des in der Centrale liegenden 
Durchmessers von einem Kreise des Büschels geben auf den 
von ihnen nach dem Anfangspunkte gehenden Strahlen im 
Kreise K die entsprechenden Punkte J.', JB', und die diese ver- 
bindende Sehne ist der Durchmesser und repräsentirt zu- 
gleich die Ebene des entsprechenden Kreises auf der Kugel. 
Diese Sehnen schneiden sich sämmtlich in einem Punkte und 
die zugehörigen Ebenen in der durch ihn gehenden Normale 
zur Hauptebene; die Schnittpunkte derselben mit der Kugel 
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über K sind die entsprechenden M\ itf*' der Grundpunkte 
Jf, Jf* des ebenen Kreisbüschels oder die Grundpunkte des 
sphärischen Kreisbüschels; da die Pole dieser Sehnen im 
Kreise K sämmtlich in der Polare des Schnittpunktes liegen 
und da diese zugleich der Ort der Pole jener Ebenen in Bezug 
auf die Kugel K über K ist, so erkennen wir in dieser Polare 
die Centrale des transformirten Kugelbüschels oder 
des Büschels der durch die transformirten Kreise gehenden 
Orthogonalkugeln zu K; dasselbe ist wie das gegebene ein 
Büschel mit Grundkreis und die Durchschnittspunkte des- 
selben mit der Kugel K sind die Grundpunkte M\ M*' des 
sphärischen Büschels. Dass die Sehnen Ä' B' durch einen 
Punkt gehen, ist der Ausdruck des Fortbestehens der In- 
volution der Paare ^JB in der durqh reciproke Badien trans- 
formirten Figur. (Art. 111.) 

Denken wir nun das conjugirte des ursprünglichen 
Büschels in der Ebene, für das M, M* die Grenzpunkte 
oder Nullkreise sind, so sind dieselben zugleich die Grenz- 
pnnkte und Nullkugeln für das zugehörige Kugelbüschel, und 
daher sind auch ilf ', M*' die Nullkugeln und Grenzpunkte 
für das transformirte des Kugelbüschels; die zur gegebenen 
Kugel K orthogonalen Kugeln, die ihre Mittelpunkte in der 
Geraden'ilf'Jtf*' haben (die also nur reell sind für die ausser- 
halb, der endlichen Strecke Jlf'Jtf*' gelegenen Punkte derselben 
als Mittelpunkte), schneiden aus ihr die Kreise des zum vorher 
betrachteten orthogonalen und conjugirten sphärischen Bü- 
schels aus. Wir sahen, dass in dem betrachteten Falle die 
Centralen der conjugirten Büschel — nämlicli die Centralen 
der zugehörigen Büschel von zur betrachteten Kugel ortho- 
gonalen Kugeln durch dieselben — conjugirte Gerade in Bezug 
auf die Kugel sind; nämlich zwei Gerade, von denen jede die 
Polarebenen der Punkte und daher auch die Pole der Ebenen 
der andern enthält. Und es ist nun leicht zu erkennen, dass 
unsere specielle Entwickelung diese Relation allgemein . be- 
gründet: Jedes Paar conjugirter Geraden in Bezug auf 
dieKugel liefert durch die zu ihr orthogonalenKugeln 
aus den Punkten der einen ein sphärisches Büschel 
von Kreisen und durch die zu ihrorthogonalen Kugeln 
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aus den Punkten der andern das zu jenem conjugirte 
undorthogonale sphärischeBüschel vonKreisen. Denn 
zwei conjugirte Gerade in Bezug auf eine Kugel sind zu ein- 
ander rechtwinklig^ die vom Mittelpunkte der Kugel nach der 
einen von ihnen gehenden Ebene ist normal zu' der andern ; 
die eine von ihnen schneidet die Kugel in den Berührungs- 
punkten der Tangentialebenen^ die durch die andere an sie 
gehen. Denken wir also die Normalebene zu der die Kugel 
schneidenden unter den beiden Geraden als die Hauptebene 
der vorigen Betrachtung, so kommen wir auf diese zurück, 
wenn wir als Tafelebene eine beliebige Normalebene dieser 
Hauptebene einführen. 

Es ist damit klar, dass für die Paare conjugirter Kreis- 
büschel der Ebene, von deren Centralen keine mit dem An- 
fangspunkte durch eine Normalebene zur Tafel verbunden wird, 
eine besondere Betrachtung nicht geführt zu werden braucht. 

Es ist ferner klar, dass zwei Kreise einer Kugel sowohl das 
Büschel, zu dem sie gehören, als auch das demselben con- 
jugirte und normale sphärische Büschel bestimmen; wenn 
wir sagen, jeder Kreis des einen liege in einer Ebene durch 
die Pole von irgend zwei Kreisen des andern, so haben wir 
damit nur den bezüglichen Theil der vorigen Betrachtungen 
in anderen Worteiuausgedrückt* 

Wenn diese bestimmenden Kreise sich berühren, ^o ist 
ihre Schnittlinie eine Tangente der Kugel und die Ver- 
bindungslinie ihrer Pole ist die zu ihr normale Tangente der- 
selben im nämlichen Punkte — conjugirte Tangenten; man hat 
die speciellen conjugirten Büschel, welche den linearen Sy- 
stemen unter 45^ als Grenzformen der conjugirten Hyperbeln 
(Art. 94) auf der Kugel entsprechen. 

174. Wir wissen, dass zwei Kreise der Ebene mit den 
Ahnlichkeitspunkten Ä und J als Nullkreisen zwei lineare 
Reihen bestimmen^ mit zwei reellen oder nicht reellen ge- 
meinsamen Tangenten; es ist klar, dass sie als Hauptkreise 
von Kugeln mit denselben Punkten -4, «7, die auch deren Ähn- 
lichkeitspunkte sind, als Nullkugeln und den von ihnen als 
Spitzen oder Mittelpunkten ausgehenden Berührungskegeln die 
entsprechenden linearen Kugelreihen liefern. 
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Wenn wir zunächst nur zwei der Kreise respective Ku- 
geln K^; ^2 ^^^ ^^6 entsprechenden transformirten Kreise 
Ki% TL^ auf der Kugel K, sowie die zugehörigen Orthogonal- 
kugeln von dieser betrachten (K^', K^' sollen sie auch be- 
zeichnen), so ist ersichtlich; dass diese beiden weil von K 
orthogonal geschnitten als einander entsprechend nach reci- 
proken Radien für jeden ihrer Ahnlichkeitspunkte Ay J als 
Anfangspunkt und die zugehörige Potenzkugel A resp. I 
als Directrix derselben anzusehen sind^ während die Kugel 
K in der Art sich selbst entspricht, dass v von den zwei 
Schnittpunkten eines beliebigen Ahnlichkeitsstrahles mit ihr 
immer der eine der entsprechende des andern nach der zu- 
gehörigen Abbildung durch reciproke Radien ist. Somit ent- 
sprechen die beiden Schnittkreise K^', "S^ einander in denselben 
beiden Abbildungen durch reciproke Radien; die projici- 
renden Strahlen oder Radien der Punkte des einen schneiden 
auch den andern, oder durch zwei Kreise einer Kugel 
gehenzweiRotationskegel mit den Ahnlichkeitspunk- 
ten der zugehörigen Orthpgonalkugeln als Spitzen*, 
jede Ebene, die den einen von beiden Kreiden berührt, muss 
auch den andern berühren, und der Kreis, in welchem eine 
solche Ebene die Kugel K durchschneidet, berührt beide 
Kreise K^', Kg' in Punkten, deren gerade Verbindungslinie 
nach dem zugehörigen Ahnlichkeitspunkte als der Spitze des 
Kegels geht; die so auf Ebenen aus A entstehenden Kreise 
berühren die gegebenen gleichartig,' die auf den Ebenen 
aus J ungleichartig. Nach dem Vorigen schneiden die 
Ebenen durch die Grade AJ als Centrale der Orthogonal- 
kugeln die Grundkugel K in Kreisen, welche zu beiden Kreisen 
K/, E2' orthogonal sind, und es ist nun evident, dass die 
Schnittpunkte eines solchen Kreises mit ihnen in Paaren auf 
geraden Linien aus A und aus J liegen müssen. 

Es gilt aber offenbar ganz allgemein, dass zwei Kreise 
derselben Kugel die nämlichen Winkel mit einander 
einschliessen, wie die zugehörigenOrthogonalkugeln 
derselben-, und wir erkennen damit, dass alle Ebenen durch 
den Punkt A resp. den Punkt J^ die Grundkugel K in 
Kreisen schneiden, weichet niit den Kreisen E/ und JSi^ 
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gleiche Winkel bilden; insbesondere liefert das EbenenbQndel 
aus A die Gesammtheit der gleichartig und das Bündel 
aus J die Gesammtheit der ungleichartig gleichwinklig schnei- 
denden Kreise zu den gegebenen^ beide zweifach unendlich 
an Zahl; auch ihre Schnittpunkte mit denselben liegen in 
Paaren auf geraden Linien durch den ent-sprechenden Ahn- 
lichkeitspunkt. 

Die Verbindung dieser Ergebnisse mit einer unserer 
Theorie der Kegelschnitte in der Ebene analogen Theorie 
sphärischer Kegelschnitte ist leicht zu erkennen; die 
sphärischen Centra unserer Kreise sind die Punkte von 
solchen. 

175. Drei Kreise K^^K^^^s ^i^^r Ebene bestimmen 
einen gemeinsamen Orthogonalkreis O und ein Netz von Kreisen 
Kt, damit auch die Kugeln eines zweifach unendlichen Sy- 
stems mit gemeinsamer Centralebene und Orthogonalkugel 
oder eines Kugelbündels. Die Transformation durch reciproke 
Radien verwandelt dasselbe in die zweifach unendliche Ge- 
sammtheit von Kugeln^ welche zu der der Ebene entsprechen- 
den Kugel K und zu einer zu ihr orthogonalen Kugel O' zu- 
gleich orthogonal sind; dieselben haben ihre Centra in der 
Potenzebene P der beiden Kugeln, die wegen der Orthogo- 
nalität derselben zugleich die Polarebene vom Centrum der 
einen in Bezug auf die andere ist. Jeder Punkt A dieser Ebene 
ist Centrum einer zur Kugel K orthogonalen Kugel, welche 
aus dieser einen Kreis des Systems ausschneidet, für dessen 
Ebene a' der gedachte Punkt der Pol ist; die Ebenen dieser 
Kreise gehen daher sämmtlich durch den Pol 0' der 
Ebene P. Das ist die einfache Anschauung der zu einem 
Kreise der Kugel orthogonalen Kreise derselben, sie führt zu 
der vorigen von den sphärischen Büscheln zurück, oder des 
sphärischen Netzes, wie leicht zu sehen: Den Strahlen durch 
den Pol 0' entsprechen conjugirte Strahlen in der Ebene P, 
jedes solche Paar ein Paar Centralen von conjugirten Bü- 
scheln im Sinne des vorigen Artikels. Den Punkten der Ebene P 
entsprechen Polarebenen durch den Pol 0'; eine solche Ebene, 
d. h. die Ebene eines dfem vorerwähnten Netze angehorigen 
Kreises, ist die Centralebene eines neuen Kugelbündels und 
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eines neuen sphäriscUßn Netzes, zu welchem der Orthogonal- 
kreis des ersten gehört; solcher Netze gehören somit zu einem 
gegebenen zweifach unendlich viele. Den Geraden der Ebene P 
sind Strahlen durch 0' conjugirt; diese liefern Büschel, welche 
zu den im betrachteten Netze enthaltenen conjugirt sind; 
durch die eine von zwei solchen Geraden gehen einfach un- 
endlich viele Ebenen, deren Pole in der andern liegen; die 
Netze, welche jenen Ebenen entsprechen, enthalten das Büschel 
der einen und sind als conjugirt zu dem Büschel der andern 
zu betrachten. In dieser Weise sind die Relationen der 
Polarität in Bezug auf die Kugel zugleich die Be- 
ziehungen der Orthogonalität der Kreissysteme auf 
derselben; die Netze aus conjugirten Punkten und 
Ebenen, d.h. Punkten, von denen jeder auf der Polarebene 
des andern liegt, sind orthogonal zu einander, der Orthogonal- 
kreis des einen gehört dem andern an; die Büschel aus 
conjugirten Geraden sind conjugirt oder orthogonal; ein 
Büschel und ein Bündel sind orthogonal, wenn das con- 
jugirte des ersten dem zweiten angehört; etc. Es ist nicht 
schwer, den besonderen Fall näher zu erläutern, wo das 
Centrum des Netzes der Kugel angehört und daher der Be- 
rührungspunkt seiner Centralebene ist — der der Specialform 
der konischen Netze in der Ebene entspricht. Und wenn 
wir davon ausgingen, dass drei Kreise einer Ebene ein Netz 
von Kreisen in derselben bestimmen, so thun dies auch drei 
Kreise derselben Kugel; die Ebene, in welcher die Mittel- 
punkte der sie enthaltenden Orthogonalkugeln zur Grund- 
kugel Hegen, oder die Ebene der Pole ihrer Ebenen, ist die 
Ijentralebene des Netzes, der Durchschnittspunkt ihr* Ebenen 
selbst der zugehörige Pol. Jede zwei Kreise eines solchen 
Netzes bestimmen ein demselben angehöriges Büschel, etc. 

176. Drei Kreise auf einer Kugel K^, Kg, Kg bestimmen 
drei zu derselben orthogonale Kugeln, die durch sie gehen, 
und damit drei Paare von Ähnlichkeitspunkten -4^, J^; .. 
derselben in der Ebene ihrer Centra oder der Polarebene 
des Schnittpunktes ihrer Ebenen und viermal zu drei in einer 
geraden Linie oder Ähnlichkeitsaxe SQyS^jS2,SQ gelegen; 
nach Art 174 schneiden die Ebenen der Büschel mit diesen 
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als Scheitelkauten alle die Kreise aus der Kugel aus, welche 
mit den drei gegebenen gleiche Winkel bilden, mit Unter- 
scheidung der Gleichartigkeit und Ungleichartigkeit 
dieses Schnittes ganz wie in Art. 102. In jedem dieser vier 
sphärischen Büschel sind zwei von den acht berührenden 
der drei gegebenen Kreise enthalten. 

Fügen wir den drei Kreisen der Kugel einen vierten K^ 
beliebig hinzu, so erhalten wir die gleichwinklig schneiden- 
den des Tripels E27^;^4 wiederum in vier Büschel ver- 
theilt und finden als gemeinschaftlich diesen und den vorigen 
die acht Kreise, welche mit den vier gegebenen 
einerlei Winkel bilden; dieselben werden somit durch 
die acht Ahnlichkeitsebenen der vier Orthogonalkugeln der 
gegebenen durch die Kreise K^, . . K^ aus dieser ausge- 
schnitten; etc. 

Die Vorschrift, dass gegebene Kreise unter vorgeschrie- 
benen Winkeln geschnitten werden, führt auch hier auf Sy- 
steme zweiten Grades; weil es unter den zweifach un- 
endlich vielen Kreisen der Ebene, die einen gegebenen Kreis 
unter vorgeschriebenem Winkel schneiden und somit auch 
unter den über ihnen als Hauptkreisen beschriebenen Kugeln 
stets zwei giebt, die einem bestimmten Büschel angehören 
— und nicht nur einen, wie in einem Netz oder einem zwei- 
fach unendlichen Systeme ersten Grades — so ist dies auch 
auf der Kugel der Fall. Die Ebenen solcher Kreise umhüllen 
daher eine Fläche zweiten Grades und es ist anschaulich 
evident, dass dieselbe eine Rotationsfläche um den zur 
Ebene des Grundkreises normalen Durchmesser als Axe sein 
muss. Wenn wir insbesondere gefunden haben, dass die ein- 
fach unendlich vielen Kreise der Ebene, welche zwei feste 
Kreise unter gegebeneu Winkeln schneiden, zwei feste Kreise 
des durch jene bestimmten Büschels berühren und einen Kreis 
desselben orthogonal, jeden andern aber unter constantem 
Winkel schneiden, so gilt Alles dies wiederum auf der Kugel. 
Wir wollen noch erinnern, dass auch die planaren Sy- 
steme mit von 45^ verschiedenen Neigungen zu den Systemen 
vom zweiten Grade gehören. 

177. Wenn wir aber endlich auch für alle diese auf Beruh- 
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rung oder Schnitt von Kreisen unter vorgeschriebenen Winkeln 
bezüglichen Probleme der sphärischen Geometrie die graphi- 
sche Durchführung verlangen, so ist auch dieser Forderung 
nach dem Vorigen einfach zu genügen — mittelst der stereo- 
graphischenProjection. Ist eine Kugel E und auf derselben 
ein System von Kreisen K^^K^, ... gegeben, so wählen wir etwa 
eine Diametralebene der Kugel zur Zeichnungsebene und den 
einen EndpuijJ^t des zu ihr normalen Durchmessers zum Anfangs«» 
punkte der reciproken Radien oder zum Centrum der stereo- 
graphischen Projection'; wir bestimmen sodann zu jedem der 
gegebenen Kreise auf der Kugel den entsprechenden Kreis 
in der Zeichnungsebene und lösen für die so erhaltene Gruppe 
von Kreisen das Problem nach den für die Kreise der Ebene 
entwickelten Methoden; wir erhalten die stereographische 
Projection des bezüglichen sphärischen Systems und daraus 
dieses selbst. Man sieht leicht, wie hierbei durch geeignete 
Wahl des Centrums der stereographischen Projection auf der 
Kugel und also der Stellung der Zeichnungsebene Verein- 
fachungen erzielt werden können; offenbar vor allem durch 
die Wahl des Centrums im Durchschnittspunkte von zweien 
der gegebenen Kreise, als wodurch diese in gerade Linien 
der Tafel übergehen. Das allgemeine Schnittwinkelproblem 
des Art. 126 wird dadurch reducirt auf die Bestimmung der 
Kreise der Ebene, welche zwei Gerade und einen Kreis unter 
den jeweilig vorgeschriebenen Winkeln schneiden; das Apol- 
lonische Problem auf der Kugel auf die Construction der be- 
rührenden Kreise zu zwei geraden Linien und einem Kreis in 
der Ebene; die Aufgabe des Art. 107 auf der Kugel auf die 
Construction der Kreise der Ebene, welche ein Paar von 
geraden Linien und zwei Paare von Kreisen unter je gleichen 
Winkeln durchschneiden, etc. Insofern aber keine zwei der 
gegebenen Kreise reelle gemeinsame Punkte besitzen, kann 
die Reduction solcher Probleme in einer zweiten Art ge- 
schehen, indem man nämlich zwei solche Kreise in concen- 
trische verwandelt (Art. 172); die gerade Verbindungslinie 
der Pole ihrer Ebenen schneidet dann die Kugel K in zwei 
reellen Punkten, weil die Schnittlinie dieser Ebenen selbst 
sie nicht schneidet ~ und für jeden dieser Punkte als Cen- 
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trum werden offenbar die stereographischen Projectionen der 
betrachteten Kreise concentrisch. (Vergl. Art. 80.) Auch die 
Verwandlung von drei Kreisen der Kugel in gleiche Kreise 
ist möglich, analog wie in der Ebene. (Art 110.) 

Wir betrachten damit unsere Aufgabe als gelöst: Die 
constructive Durchführung der Probleme unseres Gebietes ist 
durch ein einheitliches Princip auf Lineal- und Zirkel-Con- 
•structionen zurückgebracht; für die Kreise in ^er Ebene ist 
die Centralprojection mit einem derselben oder doch (Art. 126) 
einem nach den Bedingungen der Aufgabe daraus abgeleiteten 
als Distanzkreis die geeignetste Methode der Projection; für 
die. Kreise auf der Kugel wird durch Centralprojection aus 
einem Punkte auf derselben auf die zu seinem Durchmesser 
normale Diametralebene das Problem auf ein planimetrisches 
zurückgeführt, das wie vorher zu behandeln ist; für die 
Kugelsysteme wird man sich zur Ausführung der in Art. 117 f., 
163 f. entwickelten Constructionen im Allgemeinen am- vor- 
theilhaftesten der orthogonalen Projectionen auf zwei zu ein- 
ander rechtwinklige Ebenen bedienen, bei deren Wahl die 
Data des Problems zur Erlangung von Vereinfachungen Be- 
rücksichtigung finden können. 

Auf die weitere Ausführung der Consequenzen unseres 
Princips für die Geometrie der Kreis- und Kugelsyste'me und 
für die Geometrie überhaupt verzichten wir dem praktischen 
Zwecke dieses Buches gemäss und um so leichter, als sie 
durch das hier Erreichte hinreichend vorgezeichnet sind; es 
erscheint genügend, dass die immer auf die einfachste 
constructive Durchführung gerichtete Verfolgung 
unserer Grundidee ungezwungen, man darf vielmehr 
sagen mit Nothwendigkeit zu dem ganzen modernen 
Bestände der bezüglichen Theorieen und praktischen 
Ergebnisse hingeführt und noch eine Reihe von Er- 
gänzungen desselben geliefert hat. Nur der Erörterung 
eines Beispiels wenigstens in den Hauptresultaten wollen wir 
noch Raum geben. 

178. Wir wählen dazu die Figur des Peuerbach- 
schen Kreises beim Dreieck, und besprechen sie an Hand 
der Fig. 92, Tafel XVI, welche sie in einiger Vollständigkeit 
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enthält; indem wir jedoch für die Beziehungen des Peuer- 
bach'schen Kreises zu den Potenzkreisen der vier dem Drei- 
eck eingeschriebenen Kreise auf Art. 106 verweisen. E^yE^,E^ 
sind die Ecken des Dreiecks, 'S.^y'K^^'K^ die Mittelpunkte der 
die resp. Seiten E^E^, E^E^, E^E^ zwischen den Ecken und 
die jedesmal übrigen in den Verlängerungen berührenden 
Kreise K^^Kj^Es« Kq ist der Mittelpunkt des eingeschriebe- 
nen Kreises E^. Die Ähnlichkeitspunkte dieser Kreise in 
Paaren sind die Durchstosspunkte der Verbindungslinien der 
Spitzen der über ihnen stehenden gleichseitigen Rotation s- 
kegel; und in jeder der Ecken Ei sind ein äusserer Ahnlich- 
keitspunkt des Kreises Kq mit dem gleichnamigen K» und 
der innere Ahnlichkeitspunkt der beiden anderen Kreise ver- 
einigt, so dass von den sechszehn Ähnlichkeitsaxen der vier 
Tripel der Kreise je vier in eine Dreieckseite fallen (Art. 106), 
während von den letzten vier drei die Schnittpunkte JxyJ^jJ^ 
der Centralen KoKj, K^K^, K0K3 mit den Seiten E^E^^E^E^ 
E^E^ in Paaren J^J^y <^8«^i> ^1^2 ^^^ einem der Schnitte 
A^y ^2; ^8 von K2K3, KgKi, KiKjj mit E^E^^ E^E^, 
El E2 respective verbinden, während die letzte die Gerade 

^]^ ^2 -^3 l'SX. ' 

Jede der Dreiecksseiten enthält sechs Mitten zwischen 
ihren Berührungspunkten mit den Kreisen K; in Paaren, von 
denen immer zwei in der Mitte Mi der Seite EjEk vereinigt 
sind, während die übrigen vier in Paaren symmetriscli zu 
demselben liegen; diese 3.6 Mitten liegen zu je drei gleich- 
namigen in den sechs Potenzlinien Sik- der Kreise Ki in 
Paaren (Art. 81) und* diese (mit ihnen auch jene) werden 
daher als die Perpendikel aus den Seitenmitten auf die Cen- 
tralen oder die Halbirungslinien der bezüglichen Gegenwinkel 
erhalten; da sie sich viermal zu drei in den Potenzcentren 5»- 
der Kreise Ki schneiden müssen (Art. 72), so bilden sie wie 
die Centralen KqK,-, H^Kj die orthogonalen Gegenseitenpaare 
eines vollständigen Vierecks; sie liegen also auch zu jenen 
parallel, und da die Seitenmitten Mi die Diagonalpunkte des 
Vierecks der Si, die Ecken Ei aber die Diagonalpunkte des 
Vierecks der Punkte Ki sind, so sind beide Vierecke zu 
einander ähnlich und ähnlich gelegen für den Schwer- 
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punktÄ des Dreiecks als Ahnlichkeitspunkt und für 
das Ahnlichkeitsverhältniss 1:2. Die zugehörigen Potenz^ 
kreise Pq, • . . der Tripel K^, Kg; ^9 * • • haben selbst zu dreien 
die Ki zu ihren Potenzkreisen (Art. 130), so dass eine Gegen- 
seitigkeit der Beziehungen der Si und der Punkte K,- besteht. 
Die Potenzlinien Sik sind die Spuren der Ebenen, in denen 
die sechs Durchdringungshyperbeln der Paare der über 
den 'Kreisen K,- stehenden Botationskegel enthalten sind und 
diese Ebenen haben somit viermal zu dreien Schnittlinien von 
einerlei Durchstosspunkt'iS',-. Wenn wir nun den Mittelpunkt 
Pq des über Kq stehenden Rotatiodskegels als Centrum der 
Protection oder Kq als Distanzkreis denken und die Mittel- 
punkte Pj* der über K^, K^, K3 stehenden Kegel auf der ihm 
entgegengesetzten Seite der Tafel voraussetzen, so sind die 
Parallelen zu den Spuren, nämlich durch den jeweiligen Be- 
rührungspunkt der Seite mit dem Distanzkreise zur Centrale 
der bezüglichen äusseren Kreise ui^d durch den demselben 
diametral gegenüberliegenden Punkt des Distanzkreises zur 
Centrale des inneren mit dem dritten äusseren Kreise — als 
die Polaren des zugehörigen Ahnlichkeitspunktes und des zu 
ihm. centrisch symmetrischen im Distanzkreise ~ die Flucht- 
linien qtk der Durchschnittsebenen der Kegel. Und weil die 
zu benutzenden Ahnlichkeitspunkte viermal zu dreien, nämlich 
in den Tripeln A^J^J^y J^A^J^, J^^J^A^, A^A^A^ in geraden 
Linien 8^,82,83,80, nämlich den einzelnen Ahnlichkeitsaxen 
der Tripel der Kreise K, liegen, so gehen ihre Polaren g',* im 
Distauzkreise viermal zu dreien durch einen Punkt Q/, nämlich 
durch die Pole Q^^ Q^y Qq der drei erstgenannten Ahnlich- 
keitsaxen und durch den für den Punkt Kq cenlrisch - sym- 
metrischen Qq des Pols der letztgenannten Axe. Es schneiden 
sich somit die sechs Durchschnittsebenen der über 
Kq^K^jK^^K^ stehenden gleichseitigen Botationskegel viermal 
za dreien in einer Geraden, nämlich resp. in den durch S^ Qi% 
SiQsi ^sQs} ^oQo dargestellten Geraden oder sie bilden 
die Flächen eines vollständigen Yierkants, dessen 
Scheitel somit der gemeinsame Punkt aller Durcb- 
schnittsebenen und somit auch aller' sechs Durch- 
dringungshyp-erbeln und ein gemeinsamer Punkt aller 
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vier Kegelflächen ist. Der Ahnlichkeitspunkt des yollstän- 
digen Vierecks der Sik mit dem der zu ihnen parallelen q'ik 
ist die Centralprojection dieses Punktes und muss als Bild 
eines Punktes auf dem projicirenden Eegel über dem Distanz- 
kreise auf der Peripherie dieses Kreises Kq liegen ; der Bild- 
kreis des Scheitelpunktes^ der in diesem Punkte den Kreis Kq 
berührt^ wird durch seinen Mittelpunkt^ den Fusspunkt der 
Tafelnormale des Scheitels, bestimmt, d. h. er ist der gemein- 
same Schnittpunkt der vier von S^, S^, S^y Sq ausgehenden 
Parallelen zu den resp. Geraden QiKq, Q^'S^, Qs^^ Qo^ 
mit dem Radius des Berührungspunktes; und weil der aus 
ihm durch den Bildpunkt in Kq beschriebene Kreis als Bild- 
kreis eines gemeinsamen Punktes aller vier Kegel auch die 
Kreise K„K„K, berühren muss, so ist er der nach seinem 
ersten Entdecker Feuerbach benannte Kreis des Dreiecks 
und wir bezeichnen ihn, wie seinen Mittelpunkt, durch F 
und seinen Berührungspunkt mit Kq durch Fq\ Seine 
Berührungspunkte -F/, F^, F^ mit den Kreisen K^, Kj, K3 
werden erhalten, indem man die nämliche Construction mit 
denselben als resp. Distanzkreisen ausfährt; man erhält also 
für A^J^J^,J^Ä^J^, J-^J^A^ und A^A^Ä^ als die Ahnlichkeits- 
axen s^, s^; 83, Sq und für E^ als Distanzkreis Q^ als den 
zu E]^ centrisch - symmetrischen des Pols von Si] Q^^Q^y Qo 
als die Pole von 82,83,80 in K^. selbst, etc. Weil alle zu 
demselben Mittelpunkte F führen müssen, so sind die Durch- 
messer der Qi mit den zugehörigen Distanzkreisen einander 
parallel — in der That immer die zu den bezüglichen Ahn- 
lichkeitsaxen 8,- normalen; etc. 

179. Die Kreise K, haben in den Paaren KaK. , . ., K^Eg; *• 
sechs Ahnlichkeitskreise Kq^, .. K^g, . . (Art. 65) über 
den Durchmessern E^^J^, E^J^^ E^J^, E^A^, E^Ai, E^A^ oder 
mit den Mittelpunkten 1, 2, 3, 1 2, 2 3, 1 3 (Fig. 92») respective; 
dieselben gehören nach Art. 78 viermal zu drei zu einem 
Büschel, nämlich resp. Koi,Ko2,Ki2; Si^yTSi^yTL^:, K^.lS^^.'Bi^^:^ 
E|2, E23, Ej3 mit im Falle des spitzwinkligen Dreiecks reellen 
Grundpunkten, von denen aus die Kreise des bezüglichen 
Tripels unter gleichen Winkeln gesehen werden. Da diese 
vier Büschel in Paaren je einen Kreis gemeinsam haben, so 
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gehören sie alle zu demselben Netz, und ihre Potenz- 
linien ^ aber auch die Potenzlinien aller Paare der einzelnen 
Kreise gehen durch das Centrum desselben; da nun die Paare 
K^,!, Kggj K^, Ki3; Kos; ^12 ^^ ^^^ Verbindungslinien der 
Seitenmitten Jlfgilfs, M^M^, M^M^ als Centralen zu ihren Po- 
tenzlinien die Höhen des Dreiecks E^H^, E^H.^^ E^H^ haben, 
weil sie durch diese Punktepaare gehen, so ist das Potenz- 
centrum aller der Höhenschnittpunkt H des Dreiecks. 
Man findet auch, dass die Potenzcentra der ursprünglichen 
Kreise in Tripeln S^ für K^, KjjKg; etc., Sq für TL^,'K^,'Bi^ 
den Potenzlinien der gleichnamigen Büschel angehören, näm- 
lich Sg zu der des Büschels Kq^, K^g, K^g) ^tc., Sq zu der 
von Ki2; K28, Ki3, oder dass die Potenzlinien jp^, ..Po jd®r 
Büschel die Strahlen HS^^ .. HSq sind. 

Aus der Construction ist evident, dass der Feuerbach'sche 
Kreis durch die Mittelpunkte Mi der Seiten und durch die 
Fusspunkte Hi der Höhen des Dreiecks geht; somit auch, dass 
der Höhenschnittpunkt H in Bezug auf den Mittelpunkt M 
des ihm umgeschriebenen Kreises M centrisch symmetrisch 
ist zum Mittelpunkte F des Feuerbach'schen Kreises und dass 
in ihrer Verbindungslinie der Schwerpunkt S im ersten Drittel 
zwischen F und M liegt; derselbe ist auch der innere Ahn- 
lichkeitspunkt, wie der Höhenschnittpunkt H der äussere der 
Kreise F und M, deren Radien im Verhältniss 1:2 zu einander 
stehen. Im Hinblick auf unsere Theorie der Kegelschnitte 
bemerkt man auch, dass der Feuerbach' sehe Kreis der Haupt- 
kreis eines Kegelschnittes ist, der die Seiten des Fundamental- 
dreiecks berührt und seinen Höhenschnittpunkt H und den 
umgeschriebenen Kreis M zu seinen Grundkreisen im Sinne 
des Art. 147 hat. 

Der Feuerbach'sche Kreis ist somit für die Dreiecke 
HE^E^, HE^E^, HE^E^ und für die Dreiecke S^S^S^, S^S^S^, 

^oS^S^, S^S^Sq, von denen jedes die fehlende Ecke JS'8,JE^,J?2 
respective das fehlende Potenzcentrum S^, S^, Sg, Sq zu 
seinem Höhenschnittpunkte hat, der nämliche wie für das 
Originaldreieck, weil er auch durch ihre Höhenfusspunkte 
resp. Seitenmittelpunkte geht; die diesen Dreiecken eingeschrie- 
benen Kreise werden von ihm sämmtlich berührt. 



Die Mittelpunkte der Durchdringungs-Hyperbeln. 179. 257 

Bestimmt man noch die Mittelpunkte M^s^Mqj; Mss^Mq^; 
Mi3;Mo2 der sechs Durchdringungshyperbeln der Kegel 
über den K,-, so findet man sie als Durchschnittspunkte der je- 
weiligen Ebene der Hyperbel mit den beiden gemeinsamen Tan- 
gentialebenen der sich durchdringenden Kegel, also auch in der 
Verbindungslinie ihrer Spitzen und zwar in der Mitte zwischen 
denselben; denn eine der Asymptoten der Durchdringungs- 
hyperbel zwischen K^ und K^ ist, als den Berührungsmantel- 
linien der gemeinsamen Tangentialebenen durch die Dreiecks- 
seite i?i JE?2 parallel, die Gerade, welche die Mitte dieser Seite 
zum Durchstosspunkte und ihren Berührungspunkt mit dem 
eingeschriebenen Kreise K^ zum Fluchtpunkte hat, qder ihre 
Orthogonalprojection auf die Tafel fällt in das auf E^E2 in 
ihrer Mitte Jfg errichtete Perpendikel; die Länge dieses 
Perpendikels vom Fusspunkte bis zum Schnitt mit der Cen- 
trale £1^2 is^ zugleich der Radius für den Bildkreis des 
fraglichen Hyperbelmittelpunktes, der um jenen Schnitt zu 
beschreiben ist; auch giebt der Schnitt desselben Perpendikels 
mit der Centrale KoKg die Orthogonalprojection des Mittel- 
punktesMQg oderMg (Fig. 92) der Durchdringungshyperbel vonKQ 
und Kq , und durch die Länge zwischen Schnitt und Fusspunkt 
den zugehörigen Bildkreisradius. Die sechsHyperbelmittel- 
punkte sind also in den Halbirungspunkten der sechs 
CentralenKQK:3,KiK2, etc. orthogonal projicirt, ihre Ver- 
bindungslinien in den complementären Paaren schneiden sich 
im Mittelpunkte M des dem Dreieck E^E^E^ umgeschriebenen 
Kreises, und man sieht leicht, dass ihre Orthogonalprojectionen 
selbst die Endpunkte der in denselben liegenden Durchmesser 
dieses Kreises sind; also auch, dass der umgeschriebene Kreis M 
des Dreiecks E^E^E^ zugleich der Feuerbach'sche Kreis für 
die vier Dreiecke aus dem Viereck der Centra Kq, K^jEIg?^» 
der eingeschriebenen Kreise ist. Offenbar liegen auch die sechs 
Mittelpunkte der Durchdringungshyperbeln selbst in den be- 
zeichneten Paaren symmetrisch zu dem durch den umgeschrie- 
benen Kreis des Dreiecks repräsentirten Punkte; ihre Bild- 
kreise haben zu vier eine auch den Kreis M und zwar in 
einer Ecke Ei berührende gemeinsame Tangente, nämlich die 
in E^ die Kreise M2,Mi3, M3,Mi2; etc. Und die beiden letzten, 

Fiedler, Gyklographie. 17 
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also hier M23; M^ haben mit den Kreisen Kg ^3 resp. Kq^ K^ 
durch Ai resp. J^ gehende gemeinsame Tangenten, die zu 
jener parallel und äquidistant sind: „Die Mittelpunkts- 
kreise gehören zu vieren zu den planaren Systemen 
(a = 45<^) mit den F eiUUnien MEi, ME2, ME^j wie ein- 
zeln zu den linearen Reihen der eingeschriebenen 
Kreise. Wir wollen aber ihre Lage nicht weiter discutiren 
und müssen uns überhaupt der grossen Menge der schon 
hiermit eröffneten und der noch hervorzuhebenden merk- 
würdigen Beziehungen gegenüber auf die wesentlichsten Er- 
gebnisse beschränken. 

180. Wir wenden uns damit zuerst der Betrachtung der 
viermal vier ApollonischenKreise zu, welche die vier Tripel 
der Kreise Ki noch besitzen müssen, da für jedes derselben 
die Seiten des Dreiecks E^E^E^^ und der Feuerbach'sche 
Kreis F vier seiner acht gemeinsamen Berührungskreise re- 
präsentiren. In jeder der vier Tetraden ist daher einer der 
Kreise zu ihm conjugirt, indess die anderen jedesmal den Seiten 
des Dreiecks als zugehörigen Apollonischen Kreisen conjugirt 
sind; das Potenzcentrum Si der Gruppe ist das CoUineations- 
centrum für die Paare der conjugirten Kreise und die zuge- 
hörige Ahnlichkeitsaxe ihre CoUineationsaxe, die Mittelpunkte 
der beiden Kreise des Paares liegen in dem Perpendikel, welches 
von jenem auf diese geföllt wird. Da für die Dreicksseiten 
als Apollonische Kreise die bezüglichen Ähnlichkeitsaxen mit 
ihnen selbst zusammenfallen und die Ahnlichkeitspunkte und 
Collineationscentra eines Kreises mit einer Geraden die End- 
punkte seines zu dieser rechtwinkligen Durchmessers sind, 
so gehen die drei Apollonischen Kreise jeder Gruppe, welche 
zu den Seiten des Dreiecks E^E^E^ conjugirt sind, durch 
das zugehörige Potenzcentrum ä, oder sie gehören zu einem 
konischen Netze von Kreisen, welches dies Potenz- 
centrum zum Mittelpunkte tat; die zugehörigen Centra 
liegen in den Perpendikeln von demselben auf die Seiten des 
Dreiecks und werden in diesen nach 'Art. 123 gefunden, in- 
dem man das Potenzcentrum mit dem Pol der Ahnlichkeits- 
axe, d. i. ihrem Berührungspunkte in einem Kreise der Gruppe, 
verbindet und den Radius des zweiten Schnittpunktes bis 
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zum Schnitt mit dem Perpendikel vom Potenzcentrum auf 
die Ähnlichkeitsaxe verlängert; z. B. (Fig. 92, Tafel XVI) 
fürJ?iJ?3 als Ähnlichkeitsaxe und o^ als Potenzcentrum^ oder 
in der Gruppe K^, Big? ^s? üidem man den Pol jBg von EiE^ 
in Kg mit 5^ verbindet, den zweiten Schnittpunkt B^* in Kg 
markirt und seinen Radius KgJBg* ^^^ 25um Schnitt mit dem 
Perpendikel von 8^ auf E^E^ verlängert; der Radius Kg 2?2 
giebt den unendlich fernen Mittelpunkt der' Seite E^E^ als 
eines Apollonischen Kreises der Gruppe; der Radius "K^B.* 
aber den Mittelpunkt A^g eines Apollonischen Kreises A^g, 
der durch S^ geht und die Kreise K^, Kg einschliessend, den 
Kreis Kg aber ausschliessend berührt, nach demselben Gegensatz 
wie es die Seite E^E^ des Dreiecks thut; ebenso für die beiden 
anderen Dreiecksseiten als Ahnlichkeitsaxen. So werden die 
drei Kreise jeder Gruppe gefunden, welche durch das Potenz- 
centrum 5,- derselben gehen; also für die Gruppe S^ der Kreis 
Ai, der die Kreise Ko,K2;Kg gleichartig berührt wie die Seite 
E^E^y und die Kreise A^g und Ajg, welche respective den Kreis Kg 
oder Kg ungleichartig berühren, wie die Seiten E^E^ und E^E^ 
auch; ebenso für S^ die Kreise AgjAgijAgg; für jSg die Kreise Ag, 
Asi, Agg und endlich für 6© die Kreise A^^, A^g, A^g, von 
denen keiner gleichartige Berührungen mit den Kreisen des 
Tripels Kl, Kg, Kg hat, wie wiederum die Seiten des Dreiecks 
auch nicht. Diese vier konischen Netze mit den Mittelpunkten 
Äq, /Si, Äg, Äg haben zu je dreien einen Kreis gemein, der den 
Radius des umgeschriebenen Kreises M zum Radius hat; wir 
werden den Mittelpunkten Wg, "W^, "Wj, Wg dieser Kreise 
nachher wieder begegnen. Fig. 92 enthält die Kreise der 
Gruppe 1 oder Aj, A^g, Ajg und von denen der übrigen drei 
Gruppen die Mittelpunkte, so dass dieselben leicht einzu- 
zeichnen sind. Die Figur enthält aber auch die vier Apol- 
lonischen Kreise, welche dem Feuerbach'schen Kreise 
conjugirt sind, und der Reihe nach den Gruppen von den 
Potenzcentren /Sq, S^, ^2; ^s ^^^ CoUineationscentren angehören, 
so dass sie durch Aof; Aif, A2F; Asf bezeichnet sind. Da 
die zugehörigen Ahnlichkeits- und Gollineations-Axen s,-, die 
nicht in die Dreieckseiten fallenden Ä^A^A^, A^J^J^, J^A^J^ 

und J^J^A^y die Kreise ihrer Gruppen nicht berühren, so 

17* 
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giebt die Verbindungslinie des Pols (Pg in Fig. 92) von einer 
derselben mit dem zugehörigen Potenzcentrum (jSg) zwei 
Schnittpunkte {B,'B*) mit dem benutzten Grundkreise (K), 
von denen der eine sein Berührungspunkt mit dem Feuer- 
bach'schen Kreise, der andere aber der mit dem gesuchten 
conjugirten Kreise (A2jf) ist — jenes macht offenbar die Be- 
nutzung des Pols entbehrlich 5 der Radius dieses letzten 
Punktes im Grlmdkreise liefert mit dem Perpendikel vom 
Potenzcentrum zur Ahnlichkeitsaxe den Mittelpunkt des con- 
jugirten, und man erhält denselben also durch die Radien 
seiner drei Berührungspunkte mit den Grundkreisen der Gruppe 
in jenem Perpendikel. Damit sind von den Orthogonalprojec- 
sionen der Durchdringungshyperbeln der Kegel Ki in Paaren 
die Brennpunkte und die Grundkreise im Sinne von Art. 144 
und damit die Scheitel, der gemeinsame Punkt F und über- 
dies je vier Punkte gefunden, nämlich für die Hyperbel aus 
K^yKi die Centra Ag/r, Ajj^, A21, A31; etc. und für die Hy- 
perbel aus Kg, K3 die Centra Aof, Au^, Aoi, Ai; etc. so dass 
die Iripel Kq, K^, Kg; Kq, Kg, K35 Kq, Kg, K^; K^, Kg, K3 
sich ausser in P noch resp. in A3^', An^-, Agj^, Aqjt schneiden. 
Ihre Axenlängen sind mit einander so verbunden, dass die 
Summe von zweien einer dritten gleich ist; etc. 

Die vier Mittelpunkte der Kreise Aof, An,-, A2F, A3F 
liegen mit dem Mittelpunkte des umgeschriebenen Kreises M 
in einer Geraden, nämlich in der geraden Verbindungs- 
linie der Höhenschnittpunkte der vier Dreiecke J^ eT^ e/g, 
J^Ä^A^y AiJ^Ä^j A^Ä^J^y welche aus den Ahnlichkeitsaxen 
der Kreise Kj entstehen; (die Figur enthält die Höhen- 
schnittpunkte Hq von J^J^Jz ^^^ ^28 vö^ «^1-^2-^3)5 d^r 
Mittelpunkt M ist zugleich die Mitte zwischen den Mitten 
der complementären Paare der Aip und der Hik . Wir sagen, 
die Kreise Aip gehören mit dem Kreise M zu dem- 
selben planaren Netz, welches jene Linie der Höhen- 
schnittpunkte zur Spur hat. 

181. Zu den vier Kreisen K^, Ki,Kg, K3 gehören aber 
auch nach Art. 105 acht gleichwinklig schneidende 
Kreise Wi, von denen jede Dreiecksseite einen mit dem 
Schnittwinkel 0^ und mit unendlich grossem Radius reprä- 
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sentirt, sodass der Feuerbach'sche Kreis der vierte vom Schnitt- 
Winkel 0^ und mit endlichem Radius ist; man hat also die 
vier anderen gleichwinklig schneidenden Kreise zu suchen. Man 
erhält ihre Centra Wo^WjjWa, Wg nach Art. 105 als Schnitt- 
punkte von je vier Perpendikeln aus den Potenzcentren Si auf die 
Ahnlichkeitsaxen der Tripel; nämlich W^ als Schnitt der Perpen- 
dikel von Sq auf jBgJ^^g, von 8^ auf JB^ JEJ2J ^^^ ^3 auf j&g J5^i, in denen 
sich der Reihe nach die Apollonischen Centra A^^, A^g, Ag^ 
befinden, mit dem Perpendikel von S^ auf w^ie^gefg, welches 
auch die Mittelpunkte von F und von Aij^* enthält; sodann 
"Wg als Schnitt der Perpendikel von Sq auf E^E^ mit A02, 
von S^ auf E^E^ mit Ajg, von S^ auf JEg-^s J^i^ -^31 und 
von S2 auf J^A^J^y welches auch P und A-^f enthält; ferner 
Wg als Schnitt der Perpendikel von Sq auf E^E^ mit A^g, 
von S^ auf JEgi'i mit A^g, von S^ auf E^E^^ mit Ag^ und von 
5^3 auf J^J^A^y mit F und A^f'-, endlich W^ als Schnitt der 
Perpendikel von S^ auf E^E^ mit A^, von ^2 auf E^E^ mit 
A2, von iSg auf E^E.^ mit Ag und von Sq auf A^Ä^A^ mit 
F und Ao/r. 

Diese Mittelpunkte W, sind daher zu den gleich- 
namigen Si centrisch symmetrisch in Bezug auf den 
Mittelpunkt F des Feuerbach'schen Kreises und zu- 
gleich äquidistant von den jeweiligen drei ungleich- 
namigen Skf sodass diese Distanz dem Radius des 
umgeschriebenen Kreises gleich ist (Art. 180). End- 
lich ist der Höhenschnittspunkt H des Originaldreiecks 
E^E2E^ der Ahnlichkeitspunkt der ähnlichen und ähnlich- 
liegenden Vierecke 'K^'K^'Bk^'K^ und WQWiWgWg aus den 
Centreu der eingeschriebenen Kreise und den Centren der 
sie gleichwinklig schneidenden Kreise mit dem Ahnlichkeits- 
verhältniss 2:1; oder die letztgenannten sind die Halbirungs- 
punkte der Strecken von H nach den erstgenannten; die Ge- 
raden WjWjt; sind die Senkrechthalbirenden zu den sechs 
Strecken S/S/ und umgekehrt. Das Viereck der W,- hat 
daher auch wie das Viereck der Si und wie das Vier- 
eck iJiiJg^s^ den FeuerbacVschen Kreis des Dreiecks 
E^E^E^ zum Seitenmitten- und Hohenfusspunktkreise 
seiner Dreiecke^ sodass auch ihre eingeschriebenen 
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Kreise ihn berühren; sie sind centrisch symmetrisch zu 
denen der Si für den Mittelpunkt P. 

Die Radien dieser vier gleichwinklig schneidenden Kreise 
werden durch ihre Beziehungen zu den Potenzkreisen der K^ 
in Paaren nach Art. 105 bestimmt, welche in der Figur nicht 
selbst eingezeichnet, sondern nur durch ihre Schnittpunkte 
in Paaren definirt sind — nämlich die Potenzkreise der Kreise 
Ej, E3 durch einen ihrer Schnittpunkte 1 3, sodass der äussere 
von ihnen aus Ä^^ oder A2 und der innere aus E2 durch 1 3 
beschrieben wird, etc. Wir erhalten im Ganzen zwölf Potenz- 
kreise, in Paaren aus den Ecken J5Jj, .Bg, Eq als doppelten 
.. .« 

Ahnlichkeitspunkten (Art. 178) und einzeln aus den Ahnlich- 
keitspunkten Ä^, A2y A^, «^1? «^2? «^s? ^^® ^^^® durch die Punkte 
12, 23, 13, 1, 2, 3 bestimmt und deren Relationen nach 
Art. 102 im Allgemeinen bekannt sind; die äusseren imter 
ihnen sind sämmtlich Potenzkehlkreise, die inneren sämmtlich 
Potenzscheitelkreise, sodass jene von den gleichwinklig schnei- 
denden mit positivem Radiusquadrat orthogonal, diese aber 
diametral geschnitten werden. Insbesondere bestimmt sich 
mit Benutzung nur der einfachen Ahnlichkeitspunkte und ihrer 
Potenzkreise der Kreis W^ dadurch, dass er die Potenzkreise 
um J^ und J^ diametral, den um A^ orthogonal schneiden 
muss, und analog die Kreise "Wg, "Wg, welche auch wie W^ 
reell sind. Diese Kreise schneiden respective die Paare Kq,Ki; 
Eq, E27 ^7^3 mehr umschliessend und die complementären 
Paare mehr ausschliessend, "W^ und Wg unter reellen ,und 
"Wg unter imaginären gleichen Winkeln. Sie bestimmen ein 
Netz, dessen Axe mit der Axe des Kegels über K^ zu- 
sammenfällt. Der Kreis Wi schneidet den Feuerbach'schen 
Kreis nach Art. 128 in den Punkten der Ahnlichkeitsaxe s^, 
d. h, die Kreise "W^, P, An? gehören zu demselben Büschel 
mit der Potenzlinie s^ und der Centrale S^Wj; ebenso ^2, 
P, AgF mit 82 und SaWg; "Wg, P, Agj^ mit Sg und SgWg 'und 
endlich W^, P, Aqf mit Bq und So"Wq, jedoch dies letzte 
unter Berücksichtigung des Folgenden. 

Der vierte um Wq zu beschreibende Kreis, welcher die 
vier Kreise Kq, Kj, Zg, Kg gleichwinklig und gleichartig 
schneiden muss, kann offenbar ebendeshalb nicht reell sein: 
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der ihn vertretende Symmetriekreis muss also, weil der 
imaginäre Kreis Wq als orthogonal zu den Potenzkreisen aus 
A^j A^, Aq zu besehreiben wäre, die kürzesten Halbsehnen 
dieser drei Kreise durch seinen Mittelpunkt Wq zu Radien 
haben. Wenn man diesen Symmetriekreis "W^ als solchen 
mit je zweien der Kreise Wjj'Wg, "Wg combinirt, so bestimmt 
jedes Tripel Wo, W^, Wg; Wo, Wg, W^; Wo, W^, W^ ein 
Netz, das mit einem der Kegel K,-, nämlich resp. mit K^, 
E2, Eig coaxial ist; man construirt leicht die zugehörigen 
Potenzkreise und findet, dass ihre Potenzlinien in Paaren die 
Verbindungslinien der W, mit den complementären Indices 
sind; etc. etc. 

Wir haben nicht Raum, die Übertragung dieser Ergeb- 
nisse auf die Sphärik und ihre Erweiterung auf die be- 
rührenden Kugeln zu vier Ebenen zu erörtern (genauer 
auf die fünf derselben, ^eren eine die eingeschriebene Kugel 
heissen muss, während die vier anderen je eine der Flächen 
des Tetraeders der vier Ebenen innerlich und die jeweiligen drei 
andern äusserlich berühren); es ist klar, dass eine solche 
Erweiterung nach mehreren Richtungen stattfindet, zugleich 
auch, warum sie nicht eine vollständige Analogie bilden kann. 

Das Gegebene kann genügen; die einfache Ableitung 
der bekannten unter den Beziehungen unserer Figur und die 
Neuheit eines grossen Theiles derselben bilden hinreichende 
Belege für den Werth der Methode, die zu ihnen führte. 
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